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۲ 

 بارگذاری مستطیلی گسترده  

 ی المان میله زیر با : اگرهتعیین بار  مطلوب است

 یاگرهالف : یک المان دو 

 یاگرهب : یک المان سه 

L ی اگرهج : یک المان چهار 
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 بارگذاری مثلثی گسترده 

 ی المان میله زیر با : اگرهتعیین بار  مطلوب است

 یاگرهالف : یک المان دو 

 یاگرهب : یک المان سه 

 ی اگرهج : یک المان چهار 
L
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 ای گسترده بارگذاری ذوزنقه 

 میله زیر با : ی المان اگرهتعیین بار  مطلوب است

 یاگرهالف : یک المان دو 

 یاگرهب : یک المان سه 

 ی اگرهج : یک المان چهار 
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 بارگذاری سهمی گسترده 

 ی :اگرهی المان میله زیر با یک المان چهار اگرهتعیین بار  مطلوب است
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  
  + −
  
  
  − + +  −  
   −

 =

= ⎯⎯⎯

+ + + 
− 
 

→


e

s

s

e

x

x

x

e e s e s s

s e e s s

e e e s s

e e s e

L

s

x

s

C x x x x x x

CL

C x x x x x

CL
C x x x x x

CL
C x x

Cx d

x

x

x x x











 

L

42 31

2=xT Cx
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 بارگذاری سهمی گسترده )عددی( 

 ی المان میله زیر با : اگرهتعیین بار  مطلوب است

 یاگرهالف : یک المان چهار 

 ی اگرهب : دو المان چهار 

4m

25=xT x

 
 

 قسمت الف : 

 توابع پایه خواهیم داشت : در  4با جایگذاری مختصات گره ابتدا صفر و انتها 

 

1

42 2

3 2

0

3 2

3 2

3 2

3

4

9 9 11
1

128 16 8
8

27 45 9
3

128 32 4 0
27 9 9

72
128 8 8

32
9 9

128 2 4

5

3

 
− + − + 
   
   

− +   
   
   
− + −   

  



 
 


 
 

=  = 
 


− + 












x

x

x

x

x x x

x x xf

f
x

x xf

f

x
x

x x x

d

 

4m

42 31

25=xT x

 

 انرژی کل برابر است با :

8 320
0 72 32

3 3
= + + + =F

 

 

 قسمت ب : 

در توابع پایه و در المان دوم با جایگذاری مختصات گره   ۲در المان اول با جایگذاری مختصات گره ابتدا صفر و انتها  
 خواهیم داشت : 4و انتها  ۲ابتدا 

 

3 2

3 2

3 2

3

(1)

1

(1)
2

22

(1) 0
3

(1)

2

4

9 9 11
1

16 4 4
1

27 45 9
3

16 8 2 0
27 9 9

9
16 2 4

4
9 9

1 8

5

6 2

 
− + − + 
   
   

− +   
   
   
− + −   

    
 

− + 
 

 
 
 

=  = 
 
 
 



x

x

x

x

f

f
x dx

f

f

x x x

x x x

x x x

x x x

 

4m

72 31 4 5 6

1 2

25=xT x
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 

(2)

4

(1)
4

25

(1) 2
6

(

3 2

3 2

3 2

3 2

1)

7

9 45 37
20

2016 8 2

327 63 189
45

2116 4 4

4827 117 81
36

5316 8 2

39 9 47
10

16 2 4

5

 
− + − + 

  
 

 
 − + − 
 

 
 

 
 − + − + 
 

   
  

− + − 

 
 
 

=  = 




 



 




x

x

x

x

x x x

x x x

x x x

x

f

f
x dx

x

f

f

x

 

 در نتیجه بردار نیروی برآیند پس از اسمبل کردن به صورت زیر خواهد بود : 

 

 

 و انرژی کل برابر است با :

 
1 32 53

2
320

0 9 41
3 3 33

8= + + + + + + =F
 

1

2

3

4

5

6

7

1

3

0

9

32

3

21

48

53

3

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

= 
 
 
 






 
 
 













x

x

x

x

x

x

x

f

f

f

f

f

f

f
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 مسئله جابجایی و تنش میله با بارگذاری مثلثی 

 ینچ با استفاده از :ا  60به طول  یلهموجود در م یهاها و تنشگره  ییجاجابه یینمطلوب است تع

 یاگره  ۲المان  1الف : 

 یاگره ۲المان  ۲:  ب

 یاگره 3المان  1:  ج

 یاگره 3المان  ۲د : 

 ی اگره 4المان  1ه : 
60 in

-600 lb

 
6

2

2

30 10

2

2.5

= 

=

=x

E psi

A in

Exact x  
 . استاز چپ به راست  هاالمانو  هاگرهشماره گذاری 

 

 قسمت الف : 

1

60 in

2

10=−xT x

 

 
601

0
2

6000
1

1
60

60

0
12000

 
− 

 
 
 

−   
=  − =   

− 

 




x

x

f
x dx

x

x
lb

f

 

6 1000000 10001 130 10 2

1 160

000

1000000 1000000

−    
= =   

−

−

 − 
K

 

 های مجهول : ییجابجاحل دستگاه و محاسبه 

1

1

2 2

1000000 1000000

1000000 1000000

6000 6000
0.006

0 120 100000 000

−     −
  =  = = −     = −     

−

−

x

x

x x

d
d in

d R
 

 محاسبه تنش در المان :

         1 6

2

0.0061 1 1 1
30 10 3000

060 60

−      
=  = = − =  − =      

      

x

x x

x

d
D E B d E psi

dL L
 
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 قسمت ب : 

1 32

60 in

10=−xT x

1 2

 

(1)
30

1

(1) 0
2

1

2

(2) 360
2

(2) 30
3

1500
( 10 )

3000
1500

9000

7500
60

1

00
( 10 )

7500

30

30

2
30

1
30

 
− 

 
 
 
 

 
−


  − 
=  − =   

−    −   
    
 = −    

    −     −  
=  − =   

−   



 
 − 
 





x

x
x

x

x
x

x

x

x

f
x dx

f
f

f

f
f

x dx
f

x

x

lb

 

6
(1) (2)

2000000 2000000

2000000 2000000

2000000 2000000 0

2000000 4000000 2000000

0 2000000 20

1 130 10 2

1 13

00000

0

−    
= = =   

−

−

−

−

− −

  

 
 

=
 
  − 

k k

K

 

 های مجهول : ییجابجاحل دستگاه و محاسبه 

1

1

2

2000000 2000000 0.006

2000000 400000

1500

90 0.00525000

−

  −       
 =  =        

−

−      

−

− − 

x

x

d
in

d
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 محاسبه تنش در هر المان :

        

1 6

2

2 6

3

0.0061 1 1 1
30 10 750

0.0052530 30

0.005251 1 1 1
30 10 5250

030 30

=  =

−      
 − =  − =       −      

−      
 − =  − =      

      

x x

x

x

x

x

D E B d

d
E psi

dL L

d
E psi

dL L

 

 

 

 قسمت ج : 

1 32

60 in

10=−xT x

 

 
1

60

2
0

3

2

2

2

1
1800 20

0

10 12000

600
15 900

1800 60

0

 
− + 

 
 

− 
 
 

− 


   
   

=  − = −   
   − 



 


x

x

x

f

f x dx lb

f

x x

x x

x x

 

7000000 8000000 1000000

3 3 3

8000000 16000000 8000000

3 3 3

1000000 8000000 7000000

3 3 3

 
− 

 
 − −
 
 
 − 
 

=K
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 های مجهول : ییجابجاحل دستگاه و محاسبه 

1

1

2

2333333.33 2666666.67 0 0.006

2666666.67 5333333.33 12000 0.00525

−

        
 =  =        

      

− −

− − − 

x

x

d
in

d
 

 المان :محاسبه تنش در 

        

1 1 1

900 20 15 45

0.006

0.00525 150( ) 1500
0 9 0 60

0
0

 
− − − 

 

=  = =

− 
 
− = − 
 
 

x x

x x

D E d

si
x

B

E x p

 

 

1

2

3

150(0) 1500 1500

150(30) 1500 3000

150(60) 1500 7500

= − = −


= − =
 = − =

x

x

x

psi

psi

psi






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 قسمت د : 

1 53

60 in

10=−xT x

1 2

2 4

 

 

(1)

1
30

(1)

2
0

(1)

3

(2)

3
60

(2)

4
30

(

2

2

2

2

2

2

2)

5

1
450 10

2
3000

15 225
1500

450 30

7
6

450 30

2
8

225 5

0

10

3
450 6

 
− + 

   
   

− −   
   −  

− 
 

 
−

 
 

=  − = 
 
 

+ 
 


 
 

=  − 
 



− + − 
 
 

− 



+







x

x

x

x

x

x

x x

x x

x x

x x

x x

x

f

f x dx lb

f

f

f
x

f  

3000

3000

9000

1500.0 3000

9000.0

30

0

00.0

10






  
  

−    
⎯⎯⎯⎯→ −  

  −
  

−  −   
  −  
  − 





=

Assemble

x dx lb

lb

 

(1) (2)

14000000 16000000 2000000

3 3 3

16000000 32000000 16000000

3 3 3

2000000 16000000 14000000

3 3 3

4666666.67 5333333.33 666666.67 0.00 0.00

5333333.33 10666666.67 5333333.33 0.00 0.00

666666.6

 
− 

 
 − −
 
 
 − 
 

−

−

= =

=

−

k k

K 7 5333333.33 9333333.33 5333333.33 666666.67

0.00 0.00 5333333.33 10666666.67 5333333.33

0.00 0.00 666666.67 5333333.33 4666666.67

 
 
 
 
 
 
  

− −

− −

−  

 های مجهول : ییجابجاحل دستگاه و محاسبه 

1

1

2

3

4

4666666.67 5333333.33 666666.67 0.00 0

5333333.33 10666666.67 5333333.33 0.00

666666.67 5333333.33 9333333.33 5333333.33

0.00 0.00 5333333.33 10666666.67

−

    
    

     =    

−

− −

−           

−

−

x

x

x

x

d

d

d

d

3000

3000

9000

 
 
 
 

−

−

− 
  
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1

2

3

4

0.006

0.00590625

0.00525

0.00346875

 
 
 

 = 
 
  

− 
 
− 
 −
 
− 

x

x

x

x

d

d
in

d

d
 

 محاسبه تنش در هر المان :

        

75( ) 3

0.006
1 2 2 1

0.00590625
225 1

75

22

0 15 225 225 30
0.00525

0.0

5( )

0525
7 2 2 1

0.00346875
225 30 5 225 225 6

0

4875

= 

− 
  

− − − −    − 

− 
  

− − − −   

=

 = −

 −




=



x x

x x x

x

D E B d

E x ps

x x

i

E x psi

 

 

1

2

3

3

4

5

75(0) 375 375

75(15) 375 750

75(30) 375 1875

225(30) 4875 1875

225(45) 4875 5250

225(60) 4875 8625

= − = −


= − =

 = − =


= − =
 = − =


= − =

x

x

x

x

x

x

psi

psi

psi

psi

psi

psi












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 قسمت ه : 

60 in

10=−xT x

1 42 3

 

 
1

60

2
0

3

3 2

3 2

3 2

3 2

11
1

48000 400 120
6003

270016000 160 20

108003

390016000 200 40

48000 800 60

10

 
− + − + 
 

− 
− +  −

 
− 

− + −  −
 
 

 
   
   

=  − =   
   


− +

   


 


x

x

x

x x x

x x x

x

f

f x
x x

x

dx

x

f

x

lb
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 محاسبه تنش در المان :

        
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توان به معادله دقیق تنش دست  یمی  اگره  4شود در این مسئله با استفاده از یک المان  یمکه مشاهده    طورهمان

 یافت. 
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 1بیشتر بدانید  

  و چگالی جرمی   ای یه زاو، دوران با سرعت  Aمعادله دیفرانسیل میله با سطح مقطع ثابت 

 

 

 و تنش محوری : 

 

 2بیشتر بدانید  

 معادله دیفرانسیل میله با سطح مقطع متغیر و بار گسترده :

 

 

 و شرایط مرزی :
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 معادله تنش میله تحت دوران اثبات  

انتهای خود با سرعت    ای با مقطع ثابت و چگالی جرمی ) یله م کند. تابعی را یمدوران    ای ثابت  یه زاو( حول 

 تعریف کنید که بر اساس آن نیرو و تنش محوری در میله تعیین شود. 


=  =  =


 =  =

 =

m
m V dm dV

V

V AL dV Adx

dm Adx

  

 

 

 نیروی ناشی از دوران جزء جرم :
2dm.x.    

 در نتیجه :

2
2 2 2 2

0

F ( ) F ( ) ( )
2

=   = − 
L L

B B

x

A
x x dm A xdx x L x

 
  

   

 و تنش محوری برابر است با :

2 2
2 2 2 2F ( )

( ) ( ) ( )
2 2

= = − = −B
x

x A
x L x L x

A A

  

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 بارگذاری میله تحت دوران 

دوران   ای  یه زاوکه با سرعت    و چگالی جرمی ثابت   Aو سطح مقطع ثابت    Lای به طول  یلهمبارهای تولید شده در  

 کند را محاسبه نمایید با استفاده از : یم

 یاگرهالف : یک المان دو 

 یاگرهب : یک المان سه 

 

 قسمت الف : 


=  =  =


 =  =

 =

m
m V dm dV

V

V AL dV Adx

dm Adx

  

  

 نیروی ناشی از دوران جزء جرم :

2dm.x.  

 در نتیجه :

   

( )( )

( )( )

2 2
2

2 2 2

0

2 2

2

2

6 6

2

36

F

=

=

− 
− −
 
 −
 

− 

 − +  
   

=    =  

⎯⎯⎯   =
   − +

  
  

→

  
e e

e

s

s s

s

e

e

e s

s

e s

e

x x
xT T

B
x

x x

x

x L

s e s

e s e s

F N x dm A N xdx A

x x

x x

x x

x x

x x x x A L
A

x x x x

x

A
A

x

L

d

 
 



 




  
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 که دو درایه را با هم جمع کنیم و نیروی کل محاسبه شود : است یکافرابطه بالا  آزمودنو برای 

2 2
2 2 2 2

2

1 1

6 3
+ =

A L
A L A L

 
   

 

 آمده را با پاسخ بارگذاری مثلثی مقایسه کنید !  به دستپاسخ 
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 قسمت ب : 

   
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 سبه شود :که دو درایه را با هم جمع کنیم و نیروی کل محا است یکافرابطه بالا  آزمودنو برای 

2 2
2 2 2 21 1

0
3 6 2

++ =
A L

A L A L
 

   
 

 آمده را با پاسخ بارگذاری مثلثی مقایسه کنید !  به دستپاسخ 
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 مسئله جابجایی و تنش میله تحت دوران 

500ای  یهزاوای که تحت سرعت  یله متعیین تنش محوری در  مطلوب است
sec

rad .همانند شکل دوران می کند 

3

2 6 2

6 8
2 2

80 0.8

7850

250 250 10

200 200 10 200 10

−

= =

=

= = 

= =  = 

L cm m

kg
m

A mm m

kgkNE Gpa
m m



 
 

 

 یاگرهالف : با استفاده از یک المان دو 

 یاگرهب : با استفاده از یک المان سه 

 یاگرهج : با استفاده از یک المان چهار 

 

 قسمت الف : 

8 6
6

1 1 1 1 6.25 6.25200 10 250 10
K= K= 10
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−− − −       
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0.8

2

0

5
1

52333.3334

5 104666.666
F

4

 
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=   
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 )تنش ثابت( استآمده فوق  به دستبنابراین تنش به طور ثابت در تمامی نقاط عدد 
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 گرهی ۲نمودار تنش برای یک المان 

 

 

 قسمت ب : 
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x=0 732666666.2

x=0.4 418666667

x=0.8 104666667.8

 =

 =

 =

x

x

x






 

 گرهی 3برای یک المان  xنمودار تنش بر حسب 

 

 

 : ج قسمت  
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1 1
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 گرهی 4با استفاده از یک المان  xنمودار تنش بر حسب 

 

 : است( نمودار دقیق بدین صورت 0آمده تنش در مسئله ) به دستو با توجه به رابطه 

2 2
2

2 981250000 6280000( )
2

00− += − xL x

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x=0 628000000

x=0.4 471000000

x=0.8 0

 =

 =
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x
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x






 

المان تقریب   1گرهی به علت داشتن جملات مرتبه بالا و حتی با در نظر گرفتن    4شود المان یمکه مشاهده    طورهمان

 دهد.ی مبسیار دقیقی را از تنش نسبت به جواب دقیق به ما  
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 گرهی :   2مدل سازه با یک المان    -   ANSYS v12تجاری   افزار نرم مقایسه نتایج با 

 

 :   ها گره یی جا جابه نتایج  

THE FOLLOWING DEGREE OF FREEDOM RESULTS ARE IN THE GLOBAL 

COORDINATE SYSTEM   

  

    NODE      UX          UY          UZ          USUM   

       1   0.0000      0.0000      0.0000      0.0000     

       2  0.16747E-01  0.0000      0.0000     0.16747E-01 

 

 MAXIMUM ABSOLUTE VALUES 

 NODE          2           0           0           2 

 VALUE   0.16747E-01  0.0000      0.0000     0.16747E-01 

 

 :   ANSYSماتریس سختی و بردار نیرو کلی محاسبه شده توسط 

   ROW    NODE    DIR      VALUE 

     1         2  UX    104666.7     
 
     ***** STIFFNESS MATRIX ***** 

 

   ROW   1   NODE     2     DEG. OF. FR. =  UX   

    1 0.62500000E+07 
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 بارگذاری میله تحت اثر نیروی وزن خودش 

که تحت نیروی وزن خود قرار   و چگالی جرمی ثابت   Aو سطح مقطع ثابت    Lای به طول  یلهمبارهای تولید شده در  

 دارد را محاسبه نمایید با استفاده از :

 یاگرهب : یک المان سه   یاگرهالف : یک المان دو 

 قسمت الف : 


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 قسمت ب : 
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s
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 مسئله جابجایی میله با سطح مقطع متغیر تحت اثر نیروی وزن خودش 

نیوتن در مرکز شکل قرار   500متر تحت اثر وزن خود و نیروی  یلیم  40ای با سطح مقطع متغیر با ضخامت ثابت  یله م

 با استفاده از : محاسبه جابجایی  مطلوب استدارد. 

4 5
3 20.82 10 , 2 10N Ng E

mm mm
  −= =  = 

 

8
0
0
 m

m

3

1
2

2
100mmw =

1
400mmw =

5
0
0
 N

4
0
0
 m

m

 

 ای )ثابت کردن سطح مقطع( گره ۲الف : دو المان 

 ای )ثابت کردن سطح مقطع( گره 3ب : دو المان 

 ای )مقطع متغیر(گره ۲ج : دو المان 

 ای )مقطع متغیر(گره 3د : دو المان 

توان معادله خطی ی مبا توجه به خطی بودن تغییرات سطح مقطع    حل : 

 سطح مقطع را به راحتی محاسبه نمود. 

2

1 1

2

2 2

A 400 40 16000

A 100 40 4000

w t mm

w t mm

=  =  =

=  =  =  
 برابر است با : ۲و  1معادله سطح مقطع و سطح مقطع المان 

( )2 1
1

(1) 2

(2) 2

0 ( ) 16000 15
800 0

0 400
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2

400 800
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2

A A
A A x A x x
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−
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−

+
= = − =

+
= = − =

 

 قسمت الف : 

اینکه   به  توجه  )با  ) ( )1 2
L 400 , L 400mm mm= نیروی     = بردار   ،

 : ۲و  1المان 

( )

( )

4
1

4
2
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0 13000 400
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   
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 
 


 
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 بردار نیرو اسمبل شده : 
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 :  ۲و  1ماتریس سختی المان 
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1
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1 1
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 
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 ماتریس سختی اسمبل شده :
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0 3500000 3500000

K

− 
 
− −
 − 

= 


 

 حل دستگاه و محاسبه جابجایی :

1

2

3

10000000 3500000 828.0 0.000145046
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 قسمت ب : 

)با توجه به اینکه   ) ( )1 2
L 400 , L 400mm mm= ، بردار نیروی المان     =

 : ۲و  1

( )
4
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0.82 10 13000 400
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   
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 بردار نیرو اسمبل شده : 

8
0
0
 m

m

1

2

3

4

5

1
2

2
100mmw =

1
400mmw =

5
0
0
 N

 



 : سعید شجاعی، علیرضا قربی ۲ها تحلیل سازه

3۲ 

71.0667 71.0667

284.2667 284.2667

71.0667 38.2667 609.3333

153.0667 153.0667

38.2667 38.26

50

67

0

   
   
   
   = =+ +
   
   
      

F

  
 :  ۲و  1ماتریس سختی المان 

( )
( )

( )

1
1

1

7 8 1 15166666.667 17333333.333 2166666.667
1

8 16 8 17333333.333 34666666.667 17333333.333
3
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2
2
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1

8 16 8 9333333.333 18666666.667 9333333.333
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K
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 ماتریس سختی اسمبل شده :

15166666.667 17333333.333 2166666.667 .000 .000

17333333.333 34666666.667 17333333.333 .000 .000

2166666.667 17333333.333 23333333.333 9333333.333 1166666.667
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−

− −
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K
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 
 
 
 
 
 
 −   

 جابجایی :حل دستگاه و محاسبه 

1
34666666.667 17333333.333 0 0 284.267

17333333.333 23333333.333 9333333.3333 1166666.6667 609.333

0 9333333.3333 18666666.667 9333333.3333 153.067

0 1166666.6667 9333333.3333 8166666.6667 38.2667

−
−  

  
− −  
 − −
 

−  
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4

5

0.0000807231

0.000145046

0.000169646

0.000177846

x

x

x

x

d

d

d

d

 
 




 

  =
 

 
 



 
 
 
 
 
 

 
    

گره ای تفاوتی ندارد، دلیل  3گره ای و  2همان طور که مشاهده می شود، نتیجه جابجایی گره انتها برای حالت  نکته :

المان می باشد. در این نوع مسائل )ثابت کردن سطح مقطع( افزایش تعداد المان   2آن ثابت در نظر گرفتن سطح مقطع  

ای در حالت گره  4و    3،  2نسبت به افزایش مرتبه المان ارجحیت خواهد داشت. برای نمونه در جدول زیر نتایج میله  

 المان قرار داده شده است.  50و  10،  8، 6،  4،  2وجود 
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  المان ۲ المان  4 المان 6 المان 8 المان  10 المان 50

 ایگره ۲ 0.000177846 0.000170179 0.00016868۲ 0.000168149 0.000167901 0.000167476

 ایگره 3 0.000177846 0.000170179 0.00016868۲ 0.000168149 0.000167901 0.000167476

 ایگره 4 0.000177846 0.000170179 0.00016868۲ 0.000168149 0.000167901 0.000167476

 قسمت ج : 

   
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 : 1ماتریس سختی المان 
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0
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 : ۲ماتریس سختی المان
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1 1
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 ماتریس سختی اسمبل شده :

6500000 6500000 0

6500000 10000000 3500000

0 3500000 3500000

K

− 
 
− −
 − 

= 


 



 : سعید شجاعی، علیرضا قربی ۲ها تحلیل سازه

34 

 حل دستگاه :

1
10000000 3500000 828.0 0.000142523

3500000 3500000 98.4 0.000170637

−
−     

=     
−  


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 قسمت د : 

   
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 بردار نیرو اسمبل شده برابر است با :

87.4667 87.4667

284.267 284.2667
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 : 1ماتریس سختی المان 
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 : ۲ماتریس سختی المان
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800

400
( )Tk B E A x B dx=      
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 ماتریس سختی اسمبل شده :
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 حل دستگاه :
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       

 

گره ای بهبود محسوسی   3گره ای و    2همان طور که مشاهده می شود، نتیجه جابجایی گره انتها برای حالت    نکته : 

المان قرار داده شده    50و    10،  8،  6،  4،  2ای در حالت وجود  گره   4و    3،  2برای نمونه در جدول زیر نتایج میله  داشت.  

 است. 

  المان ۲ المان  4 المان 6 المان 8 المان  10 المان 50

 ایگره ۲ 0.000170637 0.00016831۲ 0.000167845 0.000167678 0.000167599 0.000167464

 ایگره 3 0.000167487 0.00016746۲ 0.000167459 0.000167458 0.000167458 0.000167458

 ایگره 4 0.00016746 0.000167458 0.000167458 0.000167458 0.000167458 0.000167458

 

  



 : سعید شجاعی، علیرضا قربی ۲ها تحلیل سازه

37 

 3بیشتر بدانید  

 جابجایی، تنش و عکس العمل میله زیر به صورت دقیق برابر است با :
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( ) 1 1.71828 ;

x x

l l

x x
x x

l l

F F F
e e

A A E EA

F Fl
u x dx e dx e

EA EA

Fl Fl
u l e R F

EA EA


 



= = = =

 
= = = − 

 

= − = = −

 
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 میله با سطح مقطع متغیر نمایی 

 :  مطلوب استگرهی  3المان  ۲در میله نشان داده شده با استفاده از 

 ها گرهالف( تعیین جابجایی 

 هاگرهب( تنش در 

 ج( رسم دیاگرام تنش در طول 
0

E=200

500

3

1

GPa

F kN

l m

r cm

=

=

=  

 

 قسمت الف : 

3برای المان اول   Bمحاسبه 
0 ,

2
s ex x= =  : 

(1) 16 8 32 16 2
2

9 3 9 9 3

x x x
B

 
= − − − 
    

3برای المان دوم  Bمحاسبه 
, 3

2
s ex x= = : 

(2) 16 14 32 16 10
8

9 3 9 9 3

x x x
B

 
= − − − 
   

 محاسبه سطح اولیه و بدست آوردن معادله تغییرات سطح:

3
2 2

0 0 (0.01)
10000 10000

x

e
A r A

 
 

−

= = =  =
  

 المان اول :محاسبه ماتریس سختی  

3

2(1) (1) (1)

0

88220.4742 99572.3023 11351.8281

99572.3023 177260.1539 77687.8516

11351.8281 77687.8516

( )

66336.0235

T

K B EA x B dx

 
 

= =
 
 

−

− 

− −
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 محاسبه ماتریس سختی المان دوم :

3(2) (2) (2)

3

2

53508.4224 60393.6542 6885.2318

60393.6542 107513.7181 47120.0639

6885.2318 47120.0639

( )

40234.8321

T

K B EA x B dx

 
 

= =
 
 

−

− 

− −

 

 اسمبل ماتریس سختی :

88220.4742 99572.3023 11351.8281 0 0

99572.3023 177260.1539 77687.8516 0 0

11351.8281 77687.8516 119844.4459 60393.65423 6885.231796

0.0000 0.0000 60393.6542 107513.7181 47120.06388

0.0000 0.0000 6885.2318 47120.0

K

−

− −

− −

−

−

=

−

6388 40234.83209

 
 
 
 
 
 
     

 سطر و ستون اول ماتریس سختی را از معادلات حذف می کنیم : 1با توجه به قفل بودن گره 

1
177260.1539 77687.8516 0 0

77687.8516 119844.4459 60393.65423 6885.231796

0.0000 60393.6542 107513.7181 47120.06388

0.0000 6885.2318 47120.06388 40234.83209

0.00678694

0.015

0

0

0

500

−
−

− −

− −

−

  
  
   =  = 

   
      

2

3

4

5

48575

0.02667553

0.04101743

x

x

x

x

 
  
 

 
     

 قسمت ب : 

 محاسبه تنش در المان اول :

21

(1) (1)

22

23

kN0 1554944

3 kN679773.5x+1554936.5 2064777
4

3 kN2574600
2

x
m

E B x
m

x
m



 



= → =

=  =  = → =

= → =
  

 محاسبه تنش در المان دوم :

23

(2) (2)

24

25

3 kN2563666
2

9 kN1120757.0x+882521.31 3404222
4

kN3 4244799

x
m

E B x
m

x
m



 



= → =

=  =  = → =

= → =
 

 قسمت ج : 

 با توجه به خطی بودن پاسخ تنش دیاگرام تغییرات تنش برای المان اول و دوم بدین صورت است : 
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 ای و شرایط مرزی اجباری نیرو بین گره میله با  

متری از تکیه گاه وارد شده باشد    5ای، اگر بار متمرکزی در فاصله  گره  4در میله نشان داده شده با فرض یک المان  

 مطلوبست :

 الف( نیروهای وارد بر هر گره

 برابر باشد. 4با  3ها با توجه به این نکته که حتما تغییر مکان گره ب( محاسبه تغییر مکان گره 

 

 

 از این نکته که جمع توابع پایه در هر نقطه جزیی از واحد است کمک بگیرید.   راهنمایی :

 حل : 

 و متر :  یلونیوتنبر حسب ک یواحدها همگ

6
2

6 2

200 10

3000 10

kNE
m

A m−

= 

=   

 الف( 

5xدر نقطه  محاسبه توابع شکل  m= : 

2 3

2 3

2 3

2 3
x 5mT

2 3

2 3

2 3

2 3

11 x 9x 9 x
1

2 L L 2 L

9x 45 x 27 x

L 2 L 2 L
N

9 x 18x 27 x

2 L L 2 L

x 9 x 9 x

L 2 L 2

1

16

5

16

15

16

5

1L 6

=

 
− + − 

 
 

− + 
= ⎯⎯⎯→

 
 
 
 −
 
 
 
 
 
 
 

 
 
− + − 
 
 − +
    

 را بررسی می کنیم و متوجه می شویم که برابر با واحد می شود.  5جهت اطمینان جمع توابع شکل در نقطه  ✓

1 5 15 5
1

16 16 16 16
− + + =

 

2

E=200

3000

GPa

A mm=
1 42

6m

3

F=1600kN

5m
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 نیروها به نسبت توابع شکل توزیع می شوند : 

5

1

16
1005

50016
1600

15 1500

16 5

F

16

N

00

=

5

T

Nodes xF kN=

 
 
 

  −  
  −  = 

 
 

 
   
 
 
 

 =

 

 کیلونیوتن شود که با بررسی نتایج درستی آن ثابت می شود.  1600جهت اطمینان جمع نیروها بایستی برابر  ✓

100 500 1500 500 1600 kN− + + =  

 ب( 

 ای :گره 4ماتریس سختی عضو 

370000 472500 135000 32500

472500 1080000 742500 135000

135000 742500 1080000 472500

32500 135000 472500 370000

K

− − 
 
− − 
 −


−

=
−


−   

 های اعمال شرایط ذکر شده در قسمت ب : یکی از روش 

3 4 = 
 

 شود : را از مسئله حذف کرد. رابطه ماتریس انتقال )تبدیل( بدین صورت می 4توان  بنابراین می

1

1

2

2

3

3

4

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

T

   
    

    =     
           

 

 دهیم :انتقال می Tحال نیروها و ماتریس سختی را با ماتریس 

* *&T TK T K T F T F=   =   

*

100
1 0 0 0 100

500
0 1 0 0 500

1500
0 0 1 1 2000

500

F

 
    

−    = = −    
   

  



 
   



 : سعید شجاعی، علیرضا قربی ۲ها تحلیل سازه

43 

*

*

370000 472500 135000 32500 1 0 0
1 0 0 0

472500 1080000 742500 135000 0 1 0
0 1 0 0

135000 742500 1080000 472500 0 0 1
0 0 1 1

32500 135000 472500 370000 0 0 1

370000 472500 102500

472500 1080

K

K

− −   
     

− −     =      − − 
    
− −  

−

= −



 

000 607500

102500 607500 505000

 
 

− 
 −   

مقید است، سطر و ستون مربوط به آن را از معادلات حاصل حذف می نماییم و در نتیجه خواهیم    1با توجه به اینکه گره  
 داشت :

2 2

3 4 3 4

1080000 607500 500 0.0054581

607500 505000 2000 0.010526

m

m

 − −        
 =  =        

 =   = −          
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 میله ایزوپارامتریک 

 در میله نشان داده شده با استفاده از فرمولبندی ایزوپارامتریک مطلوبست:

 rگرهی در مختصات  3الف( محاسبه توابع پایه المان میله 

 ب( محاسبه ژاکوبین عضو 

 های آزاد را محاسبه نمایید.ای جابجایی گرهنقطه 3گیری گوسی ج( با استفاده از انتگرال

𝐸 = 70𝐺𝑃𝑎 

𝐴 = 3000𝑚𝑚2 
1 32

4m

525 kN

 
 باشد :ای در حالت یک بعدی به صورت زیر می گره 3راهنمایی : المان مادر برای المان 

(0)

1 32

2

(-1)

r
(+1)

 

 :   قسمت الف 

( )1 2

0 1 0 0 1 0
1 1 1

1 1 1 1
1 0 0 0 1 0

2 2 2 2
1 1 1

1 1 1 1
1 1

2 2 2 2

Inverse Shape FunctionsX X r r−

   
   

−     
     ⎯⎯⎯→ − ⎯⎯⎯⎯⎯→ −     
 

    
   − −
  

= =



  

( ) ( )2
1 1

1
2 2

r
N

r r r
r =

− + 
−

    

1 1
2

2 2

N
r r r

r

  
= − − + 

     

 :   قسمت ب 

3

1 1 2 2 3 3

1

2 2r i i

i

x N x N x N x N x r
=

= = + + = +
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2
x

J
r


= =
   

 :   قسمت ج 

3 3
0

5 5
GP

 
= −  
    

5 8 5

9 9 9
GW =

 
 
    

1

1

3

1 1 1 1 1
2

2 2 2 2 4 2 4

i

i

T

B

J

N r r
r r r

w

J

EAB B

r
r

K
=

−    
= 


= − − + = − − +  

    

=
  

 انجام داد )قسمت قرمز رنگ( : 3و  ۲توان محاسبات را تنها برای درجه آزادی گاهی میبا توجه به شرایط تکیه 

 1

1

0.637298

94768.1390 115184.8

3

057 20416.

0.774597 0

8

.137298

140000.0000 24815.1943

24815.194 4398.

6667

1151 4.8057

20416.6 75667 2 6

B

K

=

 
 

=
 
 

− −

−



− −

−
  

 2

2

0.25

23333.3333 0.00

3

00 23333.3

0.00 0.25

0.00000

3

333

0.00 0

23333. 333

0

33

0. 000

0.0000 233 3. 3 3

B

K

=

 
 

=
 
  

−

−

−  

 3

3

0.137298

4398.5276 24815.1943

4

20416.666

0.774597 0.637298

140000.01 000 115184.8057

115184.8057 9 768.1

8

390

7

24 15. 943

20416.6667

B

K

=

 
 

=
 
 

−

−



− −

−
 

1 2 3

122500 140000 1750

1

280000 140000

40000 1 5

0

140000

7 22 01 0500

K K K K

K

= + +

 
 

=
 
 

−



− −

−
  

 گاهی و حل دستگاه خواهیم داشت :با اعمال شرایط تکیه

1

2

3

280000 140000 0.005

140000 122500 0.01

0

525
m

−
 −       

=  =         −       
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 میله ایزوپارامتریک 

ای، اگر بار گره  4در میله نشان داده شده با فرض یک المان  

فاصله   در  از    5متمرکزی  با    گاههیتکمتری  باشد  شده  وارد 

 :  مطلوب استی ایزوپارامتریک بندفرمول استفاده از 

 rگرهی در مختصات  4الف( محاسبه توابع پایه المان میله 

 ب( محاسبه ژاکوبین عضو 

 ایج( محاسبه بارهای گره

زیر  جدول  از  نیاز  مورد  گوسی  نقاط  تعداد  حداقل  تعیین  د( 

ها )دلیل خود آوردن سختی عضو و جابجایی گره  به دست جهت  

 را به صورت کوتاه بنویسید(

 ه( محاسبه سختی عضو با حداقل تعداد نقاط گوسی ممکن 

 ها ( محاسبه جابجایی گرهو

 
ای در حالت گره  4راهنمایی : المان مادر برای المان  

 باشد :یک بعدی به صورت زیر می

(-1/3)

r

(-1) (+1)(+1/3)

2

 

 
 

 
  

1 42

6m

3

F=1600kN

5m

2

E=200

3000

GPa

A mm=
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 حل: 
 قسمت الف 

1 9 9 1

1 1 1 1 16 16 16 16

1 1 1 1 27 27 1
1

3 9 27 16 16 16 16

1 1 1 9 9 9 9
1

3 9 27 16 16 16 16

1 1 1 1 9 27 27 9

16 16 16 16

1 1 9 9

16 16 16 16

9 27 9 27

16 16 16 16

9 27 9

16 16 1

INVERSE

TRANSPOSE

X XI

 
− − − − 
  
  − − − −
  

⎯⎯⎯⎯→ =   
 − − 
  
     − −
 

− −

− −

⎯⎯⎯⎯⎯

−

=

→

3

3 2

1

3 2

2

3 2

3

3 2

2

4

9 9 1

16 16 16 16
1 27 9 27 9

16 16 16 16

27 27 9 27 9

6 16 16 16 16 16

1 1 9 9 9 9 1

16 16 16 16 16 16 16 16

T

r r r
N

r r r
N

N
r r r

N

r r r

r

r

r

N

   = − + + −  
  

     = − − +          =      − = − − + +         
  − − = + − −      

 قسمت ب 

1 1 2 2 3 3 4 4( ) 3 3

3

x r N x N x N x N x r

x
J

r

= + + + = +


= =


 

 قسمت ج 
 نیرو وارد شده است و باید محل آن را در مختصات طبیعی بدست آوریم :  x=5mدر نقطه 

2
5 3 3

3
r r= + → =  

5

1 1

16 16
100

5 5

50016 16
1600

15 15 1500

16 16 500

5 5

16 16

2
F =N

3

T T

Nodes x kNN F =

   
  
  

     − −   − 
    =  
    
    
    
  
     

 
=  = 

 
   

 قسمت د 
جهت محاسبه مناسب سختی و ای  نقطه  3گوس  باشند حداقل به  می  3گرهی از درجه    4زیرا بسط و جملات میله  

 جابجایی نیاز داریم.



 : سعید شجاعی، علیرضا قربی ۲ها تحلیل سازه

48 

 قسمت ه 

3 3
0

5 5
GP

 
= −  
    

5 8 5

9 9 9
GW =

 
 
    

2 2

3

1

1
2 29 3 1 27 3 9 27 3 9 9 3 1

16 8 48 16 8 16 16 8 16 16 8 48

T

i

i

B

J

N r r r r r r r r

r

E

J

B BK w A

−

=


−= 


= − + + − − − + + − 

  

=

  

 انجام داد : 4و  3و  ۲توان محاسبات را تنها برای درجه آزادی گاهی میبا توجه به شرایط تکیه 

 1

1

0.60714042 0.74047375 0.15952625 0.026192916

368619.49 449571.54 96854.833 15902.778

449571.54 548301.38 118125.0 19395.167

96854.833 118125.0 25448.624 4178.4576

15902.778 19395.167 4178.4576 686.06883

B

K

− −

− −

− −
=

− −

−

=

−


 
 
 
 
 

  

 2

2

0.020833333 0.5625 0.5625 0.020833333

694.44444 18750.0 18750.0 694.44444

18750.0 506250.0 506250.0 18750.0

18750.0 506250.0 506250.0 18750.0

694.44444 18750.0 18750.0 694.44444

B

K



= − −

− − 
 
− −

 
 − −

− − 

=



 

 3

3

0.026192916 0.15952625 0.74047375 0.60714042

686.06883 4178.4576 19395.167 15902.778

4178.4576 25448.624 118125.0 96854.833

19395.167 118125.0 548301.38 449571.54

15902.778 96854.833 449571.54 368619.49

B

K

− −

− −

− −
=

− −

−

=

−


 
 
 
 
 

 

1 2 3

370000 472500 135000 32500

472500 1080000 742500 135000

135000 742500 1080000 472500

32500 135000 472500 370000

K K K K

K

= + +

 
 
 =
 
 
−

− −

− −

− −

− 

  

 و قسمت  
1

2

3

4

1080000 742500 135000 500 0.0053772

742500 1080000 472500 1500 0.0109191

135000 472500 370000 500 0.0133333

m

−
 − −  

−

    
       
 =  =       
             

−

− 

 


