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 توضیحات 3-1

 .باشندیمموارد مربوط به خرپا حذف 

 اول خوانده شود. قسمت مربوط به معینی و نامعینی از فصل
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 :چهارمفصل  4

ریتأثخط 
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 مقدمه 4-1

نیروی برشی و ... را رسم  ی،برای طراحی اعضا یک سازه تحت اثر بارهای ثابت، ابتدا نمودارهای لنگر خمش

 مقادیرطراحی بر مبنای این  ،. در مرحله بعدکنیمیمکرده و سپس حداکثر مقدار این پارامترها را محاسبه 

وری عب یهنقلکه اعضا آن تحت اثر بارهای متحرک )مانند وسایل  ییهاسازه. برای طراحی شودیمحداکثر انجام 

از روی یک پل( قرار دارند، از خطوط تأثیر مربوط به نیروهای داخلی )مانند خمش، برش و ...( برای طراحی 

 .گرددیماستفاده 

 

 
 

 آشنایی با مفهوم خط تأثیر 4-2

و  گاهیهیتک العملعکس، تأثیر یک قید در سازه )مانند نیروی برشی و لنگر خمشی در یک نقطه از سازهخط 

 .کندیمبار واحد از روی سازه عبور  کهیوقت...( عبارت است از مقدار آن قید 

 

 تفاوت خط تأثیر با نمودارهای برش و خمش 4-2-1

نمودارهای برش و خمش  کهیدرحال باشدیمخطوط تأثیر نمایانگر اثر حرکت بار در یک نقطه مشخص از عضو 

 .باشدیمنمایانگر اثر بار ثابت در همه نقاط محور عضو 

 

 روند تحلیل 4-2-2

، برش و یا خمش( العملعکسبرای هر تابع ) P برای رسم خط تأثیر در نقطه مشخص توانیماز دو روش زیر 

 .دهیمیماده کرد. در هر دو روش بار متحرک واحد بدون بعدی را بر روی عضو قرار استف
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 مقادیر جدولی (1

  مختلف در طول محور عضو و استفاده از روابط استاتیک برای  یهامکانقرار دادن نیروی واحد در

 ، برش و یا خمش(العملعکستعیین مقدار تابع )

  عملالعکسقائم در یک نقطه مشخص مورد نیاز باشد، زمانی که  العملعکساگر خط تأثیر برای 

 در آن نقطه را مثبت در نظر بگیرید. العملعکس، باشدیمرو به بالا 

  ،برش و خمش همانند اگر خط تأثیر برای برش و یا خمش در یک نقطه مشخص مورد نیاز باشد

 .شودیمر نظر گرفته ( مثبت د2فصل جهات مشخص شده در بحث نمودارهای برش و خمش )

  دشونیمتشکیل  قطعهقطعهتمامی تیرهای معین استاتیکی از خطوط تأثیر با خطوط صاف. 

  جدولی را تشکیل دهید و به ازای هر مکان  شودیماجتناب از خطا پیشنهاد برایx مقدار تابع ،

قادیر یادداشت م توانیم، برش و یا خمش( را روبرویش یادداشت نمایید و در نهایت العملعکس)

 شده جدول را روی نمودار ترسیم کرد و خط تأثیر را تشکیل داد.

 تأثیر خطمعادله  (2

  با قرار دادن بار واحد در فاصله متغیر خط تأثیرx  روی عضو و محاسبه معادله تابع نیز قابل ترسیم

 است.

 :1 ینتمر

 تیر زیر را رسم نمایید: Aقائم  العملعکسخط تأثیر برای 

 

 

 روش مقادیر جدولی: –حل 

 :x=0در نقطه 

B y yM 0 1 10 A 10 0 A 1           

 :x=2.5در نقطه 

B y yM 0 1 7.5 A 10 0 A 0.75          
 

 :x=5در نقطه 

B y yM 0 1 5 A 10 0 A 0.5          
 

1

10m
Ay By

1

10m
Ay By

2.5m

1

10m
Ay By

5m
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 :x=7.5در نقطه 

B y yM 0 1 2.5 A 10 0 A 0.25          
 

 :x=10در نقطه 

B y yM 0 A 10 0 A 0         
 

 :شودیمآمده نمودار خط تأثیر رسم  به دستبا توجه به مقادیر 

 
 

 

 :یرتأثروش معادله خط  –حل 

 العملعکسقرار گیرد،  Aاز  xوقتی بار واحد در مکان متغیر 
yA  خواهد آمد: به دستاز معادله زیر 

 

B y

y

M 0 A 10 (1)(10 x) 0

1
A 1 x

10

        

  
 

 .شودیمبا توجه به معادله خط تأثیر همانند شکلی که در بالا نشان داده شد رسم 

 

 :2 ینتمر

 تیر زیر را رسم نمایید: Bقائم  العملعکسخط تأثیر 

 

 روش مقادیر جدولی: –حل 

 :x=0در نقطه 

A y yM 0 B 5 0 B 0        

 

1

10m
Ay By

7.5m

1

10m
Ay By

1

Ay By

x

10m
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 :x=2.5در نقطه 

A y yM 0 1 2.5 B 5 0 B 0.5           

 

 :x=5در نقطه 

A y yM 0 1 5 B 5 0 B 1           

 

 :x=7.5در نقطه 

A y yM 0 1 7.5 B 5 0 B 1.5           

 

 :x=10در نقطه 

A y yM 0 1 10 B 5 0 B 2           

 
 :شودیمآمده نمودار خط تأثیر رسم  به دستبا توجه به مقادیر 

 
 

 

 :یرتأثروش معادله خط  –حل 

 العملعکسقرار گیرد،  Aاز  xوقتی بار واحد در مکان متغیر 
yA  خواهد آمد: به دستاز معادله زیر 

 

A y

y

M 0 1(x) B 5 0

1
B x

5

       

 
 

 .شودیمبا توجه به معادله خط تأثیر همانند شکلی که در بالا نشان داده شد رسم 
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 :3 ینتمر

 تیر زیر را رسم نمایید: Cبرش در نقطه خط تأثیر 

 

 روش مقادیر جدولی: –حل 

 :x=0در نقطه 

B y y

y y y

M 0 1 10 A 10 0 A 1

F 0 1 B 1 0 B 0

         

         
 

 :آوریمیمرا بیرون  Cسمت راست نقطه  قطعه

y CF 0 V 0      

 

 

 سمت چپ: x=2.5در نقطه 

B y y

y y y

M 0 1 7.5 A 10 0 A 0.75

F 0 0.75 B 1 0 B 0.25

         

         
 

 

 :آوریمیمرا بیرون  Cسمت راست نقطه  قطعه

y C CF 0 V 0.25 0 V 0.25          

 

 

 سمت راست: x=2.5در نقطه 

B y y

y y y

M 0 1 7.5 A 10 0 A 0.75

F 0 0.75 B 1 0 B 0.25

         

         
 

 

 :آوریمیمرا بیرون  Cسمت راست نقطه قطعه 

y C CF 0 V 1 0.25 0 V 0.75          

 

 

 .دهیمیممحاسبات را انجام  x=7.5و  x=5به همین صورت برای 
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 :x=10در نقطه 

B y y

y y y

M 0 A 10 0 A 0

F 0 0 B 1 0 B 1

       

         
 

 

 :آوریمیمرا بیرون  Cسمت راست نقطه قطعه 

y C CF 0 V 1 1 0 V 0          

 

 
 :شودیمآمده نمودار خط تأثیر رسم  به دستبا توجه به مقادیر 

 

 

 

 :یرتأثروش معادله خط  –حل 

به باید دو معادله  Cدر نقطه برش با توجه به ناپیوستگی . دهیمیمقرار  Aاز  xبار واحد متحرک را در فاصله 

 آوریم: دست

 با در نظر گرفتن کل سازه داریم:

B y

y y

y y

M 0 A 10 (1)(10 x) 0

1
10A 10 x A 1 x

1

1

0

F 0 B x
10

        

     

     

 

 

0 x 2.5m  

 یمخواه یرسمت چپ تقطعه با استفاده از تعادل در 

 داشت:

y C

C

1
F 0 1 x V 1 0

10

1
V x

10
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 .شوندیمتأثیر همانند شکلی که در بالا نشان داده شد رسم  وطخط آمده، به دستبا توجه به معادلات 

 

 :4 ینتمر

 تیر زیر را رسم نمایید: Cخط تأثیر خمش در نقطه 

 

 روش مقادیر جدولی: –حل 

 :x=0در نقطه 

B y y

y y y

M 0 1 10 A 10 0 A 1

F 0 1 B 1 0 B 0

         

         
 

 :آوریمیمرا بیرون  Cسمت راست نقطه قطعه 

C CM 0 M 0     

 

 

 :x=2.5در نقطه 

B y y

y y y

M 0 1 7.5 A 10 0 A 0.75

F 0 0.75 B 1 0 B 0.25

         

         
 

 

 :آوریمیمرا بیرون  Cسمت راست نقطه قطعه 

C C CM 0 M 0.25 7.5 0 M 1.875          

 

 

 .دهیمیمنیز محاسبات را انجام  x=7.5و  x=5به همین صورت برای 

2.5m x 10m  

م تیر خواهی قطعه سمت راستبا استفاده از تعادل در 

 داشت:

y C

C

1
F 0 V 1 x 0

10

1
V 1 x

10
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 :x=10در نقطه 

B y y

y y y

M 0 A 10 0 A 0

F 0 0 B 1 0 B 1

       

         
 

 

 :آوریمیمرا بیرون  Cسمت راست نقطه قطعه 

C C CM 0 M 1 7.5 (1 7.5) 0 M 0            

 

 

 :شودیمآمده نمودار خط تأثیر رسم  به دستبا توجه به مقادیر 

 
 

 

 :یرتأثروش معادله خط  –حل 

 آوریم: به دست. باید دو معادله دهیمیمقرار  Aاز  xبار واحد متحرک را در فاصله 

 با در نظر گرفتن کل سازه داریم:

B y

y y

y y

M 0 A 10 (1)(10 x) 0

1
10A 10 x A 1 x

1

1

0

F 0 B
0

x
1

        

     

     

 

 

0 x 2.5m  

 یمخواه یرچپ تسمت  قطعه با استفاده از تعادل در

 داشت:

C

C

C

M 0

1
M (1)(2.5 x) (1 x) 2.5 0

10

M 0.75x
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 .شوندیمآمده، خطوط تأثیر همانند شکلی که در بالا نشان داده شد رسم  به دستبا توجه به معادلات 

 

 :5 ینتمر

 را رسم کنید. Dقائم در تکیه گاه  العملعکسخط تأثیر 

 
 

 

2.5m x 10m  

 تیر خواهیم داشت: قطعه راستبا استفاده از تعادل در 

C

C

C

M 0

1
M 1(x 2.5) x(7.5) 0

10

M 2.5 0.25x
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 خطوط تأثیر برای تیرها 4-3

سم ، توانایی ردهندیمتیرها و شاه تیرها اعضای باربر اصلی سیستم کف و یا عرشه پل را تشکیل  ازآنجاکه

 .باشدیم، برش و یا خمش در هر نقطه خاص از تیر امری مهم هاالعملعکسخطوط تأثیر برای 

 

 بارگذاری 4-3-1

خط تأثیر برای یک تابع رسم شد، امکان قرار دادن بارهای زنده که سبب به وجود آمدن بیشینه  که یزمان

 .شوندیمرا خواهیم داشت. دو نوع بارگذاری موجود بررسی  شودیممقدار تابع روی تیر 

 

 نیروی متمرکز 4-3-1-1

، برش و یا خمش( از ضرب العملعکسقرار دارد، مقدار تابع ) xکه روی تیر در مکان  Fبرای مقدار بار متمرکز 

 مثال: .آیدیمبه دست  Fبعد قائم خط تأثیر در بزرگی 

 
 

y

1 1
x L A F

2 2
     

 

 یکنواخت گسترده بار 4-3-1-2

برابر است با سطح زیر نمودار خط تأثیر در شدت بار گسترده  شودیممقدار تابعی که از بار گسترده ناشی 

 مثال: یکنواخت.

 

 

0
y 0 0

w L1
A (area) w 1 L w

2 2
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 :6 ینتمر

 یوتنن یلوک 4000توسط بار متحرک متمرکز  Cدر نقطه  تواندیمتعیین بیشینه مثبت برشی که  مطلوب است

 :بر متر ایجاد شود یوتنن یلوک 2000و بار گسترده یکنواخت 

 

 حل:

خط تأثیر برای برش نقطه 

C  مطابق  3 ینتمردر

 شکل رسم شد:

 
 

 :بار متمرکز

در  4000KNکه بار  دهدیمروی  زمانی Cماکزیمم مثبت برش در 

 x 2.5 mبنابراین داریم:؛ قرار داشته باشد 

CV 0.75 4000 3000KN   

 یکنواخت:گسترده بار 

 Cبار متحرک گسترده یکنواخت زمانی ایجاد ماکزیمم مثبت برش در نقطه 

xکه بار در بازه  کندیم 2.5 m  وx 10m  قرار داشته باشد به دلیل آنکه

 بنابراین داریم:؛ در این بازه خط تأثیر مثبت است

C

1 KNV (10m 2.5m)(0.75) 2000 5625KN
m2

 
    
 

 

C: ماکزیمم برش در  C max
V 3000KN 5625KN 8625KN   

 

 برسلاو(-خط تأثیر کیفی )روش مولر 4-4

 کندیمان براسلو بی-معرفی کرد. اصل مولر یرتأثبرسلو تکنیکی را برای ترسیم سریع خط -مولر 1886در سال 

ه تیر زمانی ک، برش، خمش( به همان مقیاس تغییر شکل سازه است العملعکسبرای یک تابع ) یرتأثکه خط 

 تحت همان تابع قرار گیرد.

باید قید مورد نظر از تیر حذف شود تا تیر زمان اعمال تابع تغییر شکل دهد.  یرتأثجهت رسم خط  .1

 گاهیهتکخواسته شده باشد، ابتدا قید  A گاهیهتکقائم  العملعکس یرتأثاگر خط  aبرای مثال در شکل 

بار  (، حال اگرشودیمغلتکی تبدیل  گاهیهتکمفصلی به  گاهیهتک) کنیمیمدر جهت قائم را حذف 
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 مثبت قائم 
yA به نقطهA  شکل( وارد شودb تیر همانند ،)که نمایانگر  دهدیمتغییر شکل  ینچخط

 (.c)شکل  باشدیم Aقائم  العملعکس یرتأثخط 

 

 

 
را  C( خواسته شده باشد، اتصال نقطه aکل زیر )در ش Cحال اگر خط تأثیر برای برش در نقطه  .2

ممان و نیروی محوری را تحمل  ،( )مفصل برشیbمفصل برشی در نظر گرفت )شکل  صورتبه توانیم

اعمال شود، تیر  Cبه نقطه  CV(. حال اگر برش مثبت کندینمولی نیروی برشی را تحمل  کندیم

 cهمانند شکل  Cخط تأثیر برش در نقطه  یجهدرنتخواهد داشت.  ینچخطتغییر شکلی همانند 

 :باشدیم
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 توانیمرا  C( خواسته شده باشد، اتصال نقطه aدر شکل زیر ) Cدر آخر اگر خط تأثیر خمش در نقطه  .3

( )مفصل خمشی نیروی محوری و برشی را تحمل bمفصل خمشی در نظر گرفت )شکل  صورتبه

اعمال شود، تیر تغییر  Cبه نقطه  CM(. حال اگر ممان مثبت کندینمولی ممان را تحمل  کندیم

 :باشدیم cهمانند شکل  Cخواهد داشت. در نتیجه خط تأثیر خمش در نقطه  ینچخطشکلی همانند 
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 :7 ینتمر

 :cو  bو  a یهاشکلدر  Aقائم  العملعکسخط تأثیر تعیین  مطلوب است

 

 

 
 

 :8 ینتمر

 :bو  a یهاشکلدر  Bخط تأثیر برش نقطه تعیین  مطلوب است

 
(a) 

 
(b) 
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 :9 ینتمر

 :cو  bو  a یهاشکلدر  Bخط تأثیر خمش نقطه تعیین  مطلوب است

 

 

 
 

 :10 ینتمر

و بار  یوتنن یلوک 4000تیر نشان داده شده که تحت اثر بار متمرکز متحرک  Dبیشینه لنگر مثبت در نقطه 

 را تعیین کنید آیدیمبر متر به وجود  یوتنن یلوک 200بر متر و وزن تیر  یوتنن یلوک 300گسترده یکنواخت 

 :برسلو یا همان خط تأثیر کیفی استفاده کنیم(-از روش مولر خواهیمیم)برای رسم خط تأثیر 

 

 

  :کنیمیمکیفی را همانند شکل زیر رسم  یرتأثخط  حل:

 

 

 

 

 

4000که بار متمرکز  افتدیمفهمید که بیشینه لنگر مثبت زمانی اتفاق  توانیماز روی نمودار خط تأثیر  KN 

 نمودار خط تأثیر(. Maxقرار بگیرد ) Dروی نقطه 

قرار بگیرد تا در ناحیه مثبت نمودار خط تأثیر باشد و  Eتا  Cهمچنین بار گسترده یکنواخت باید در فاصله 
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 همچنین مساحت بیشتری از زیر نمودار را در برگیرد.

 !کندیماز طرفی وزن تیر بر روی کل طول سازه اثر 

 :دهیمیمپس بارگذاری توضیح داده شده را بر روی تیر قرار 

 
 آوریم: به دسترا  Dلنگر بیشینه در  توانیمیمحال با دانستن نحوه بارگذاری با استفاده از روابط استاتیک 

 :یاگرهتبدیل بارهای گسترده به 

200 5 1000KN

500 15 7500KN

 

 
 

 :گاهییهتک العملعکسمحاسبه 

B قطعه اول: y y

y y y y y

M 0 A 5 1000 2.5 0 A 500KN

F 0 A 1000 B 0 B 500KN B 500KN

           

             
 

 قطعه دوم:

     

E

y

y

y y

y

M 0

5 15
500 20 1000 (15 ) 4000 10 7500 C 15 0

2 2

C 8250KN

F 0 500 8250 E 4000 1000 7500 0

E 4750KN

   

   
             

   

  

           

  

 

 

 )قطعه اول( )قطعه دوم(

به را  Dلنگر در نقطه  توانیمیمتحت بارهای مشخص شده  گاهییهتک یهاالعملعکسآمدن  به دستحال با 

 آوریم: دست
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D

D

D

M 0

4750 10 5000 5 M 0

M 22500 KN.m 22.5 Ton.m

   

    

  

 

 
 

 )شاه تیرها(خط تأثیر برای تیرهای اصلی  4-5

که بارهای کف از طریق دال  شوندیمشکل زیر به نحوی ساخته  در بعضی موارد سیستم کف ساختمان همانند

 .شوندیممنتقل  هاستونبه تیرهای کف و سپس به شاه تیرهای کناری و در آخر به 

 
 نوع ایده آل سازی شده دو بعدی این سیستم در شکل زیر نشان داده شده است:

 
یر ، نیاز به ترسیم نمودار خط تأثباشندیمتیرهای اصلی )شاه تیرها( اعضای باربر اصلی در سیستم  جاکهازآن

ارهای متمرکز سنگین روبرو صنعتی تحت ب یهاساختمانزمانی که با  خصوصبهداریم،  هاآنبرش و خمش 

 هستیم.

ی در که با تیر اصل شودیمتوجه داشته باشید که بار واحد روی دال کف تنها در نقاطی به تیر اصلی منتقل 

را  BCو فضای بین این نقاط مانند  پانلکه این نقاط را نقاط  Dو  Cو  Bو  Aبرای مثال نقاط  تماس است.

 .کنیمیم یگذارنام پانل
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→ 

 
 

 :شودیماز سیستم کف یک انبار که بارها به تیرها و شاه تیرها منتقل  یانمونه

 
 

 :11 ینتمر

 از شاه تیر نشان داده شده را رسم نمایید: CD پانلنمودار خط تأثیر برش را برای 

 

 حل:

برای نمونه سازه را برای دو حالتی که بار روی ، گیردیمقرار  A,B,C,D,E یپانلبار واحد روی دال در نقاط 

A  وC  کنیمیمخلاصه بررسی  صورتبهرا  هاحالتو بقیه  دهیمیمقرار گیرد نشان: 
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 :x=0در نقطه 

 

 

B y y

y y y

G y y y

y CD CD

M 0 1 10 A 10 A 1

F 0 1 1 B B 0

1
M 0 1 10 F 30 0 F F 0.333

3

F 0 V 0.333 0 V 0.333

        

        

             

        

 

 :x=10در نقطه 

A y y

y y

G y

y CD

M 0 1 10 B 10 B 1

F 0 A 0

M 0 F 0

F 0 V 0

         

     

    

     

 

 :x=20در نقطه 

 

B y

y y

G y y y

y CD CD

M 0 C 1

F 0 B 0

1
M 0 1 10 F 30 0 F F 0.333

3

F 0 V 0.333 0 V 0.333
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 :x=30در نقطه 

C y

y y

G y y y

y CD CD

M 0 D 1

F 0 C 0

2
M 0 1 20 F 30 0 F F 0.6667

3

2
F 0 V 1 0 V 0.333

3

    

     

             

         

 

 :x=40در نقطه 

D y

y y

G y

y CD CD

M 0 E 1

F 0 D 0

M 0 F 1

F 0 V 1 1 0 V 0

    

     

     

         

 

 شود:یمنمودار خط تأثیر رسم  آمدهدستبهبا توجه به مقادیر 

 

 

 

 بیشینه خط تأثیر در یک نقطه تحت اثر حرکت چند بار متمرکز 4-6

 یک کامیون یا قطار. یهاچرخ، همانند عبور گیردیمدر بعضی مواقع چند بار متمرکز روی سازه قرار 

برای تعیین حداکثر تأثیر در این حالت یا باید از روش صحیح خطا استفاده کنیم و یا روش تغییرات تابع مورد 

 نظر.

تحت اثر حرکت چند بار متمرکز  Cحداکثر برش در نقطه  خواهیمیممثال در تیر دو سر مفصل زیر  عنوانبه

 :آوریم به دسترا 
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 آمد که به شکل زیر است: به دستگذشته  هایینتمرتیر بالا در  Cنمودار خط تأثیر برش در نقطه 

 
روی  تواندیمحالت زیر  3باشد. پس  Cروی دهد که بارگذاری سمت راست نقطه  تواندیمحداکثر برش زمانی 

 دهد:

 

 C 1
V 1(0.75) 4(0.625) 4(0.5) 5.25KN    

 

 C 2
V 1( 0.125) 4(0.75) 4(0.625) 5.375KN     
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 C 3
V 1(0) 4( 0.125) 4(0.75) 2.5KN     

 .کندیمرا تولید  Cبیشینه برش در نقطه  2حالت  شودیمکه مشاهده  طورهمان

 

 برش –تغییرات تابع  4-6-1

ر دبسیار طولانی و خسته کننده است. حال اگر تعداد بارهای متمرکز زیاد باشد، استفاده از روش صحیح خطا 

و سپس از  2به  1که با حرکت از حالت  Vمحل بحرانی بارگذاری را از تغییرات برش  توانیماین صورت 

مثبت است، بارگذاری جدید برش بیشتری را نسبت  Vآورد. تا زمانی که به دست، دهدیمروی  3به  2حالت 

که بارگذاری قبل برش بیشتری را  دهدیممنفی شود، نشان  Vه. زمانی ککندیمبه بارگذاری قبل تولید 

 .کندیمتولید 

 از رابطه زیر قابل محاسبه است: کندیمبر روی تیر حرکت  2xبه 1x که از محل Pبرای بار  Vتغییرات برش

 2 1V P s x x      

 .باشدیم 2xتا 1x در فاصله یرتأثشیب نمودار خط  sدر رابطه بالا 

ر این شد، درد شود که در نمودار خط تأثیر ناپیوستگی یا به عبارتی پرش وجود داشته با یانقطهاگر بار از 

 :باشدیمصورت تغییرات برش از رابطه زیر قابل محاسبه 

 2 1V P y y     

 با استفاده از روش تغییرات تابع خواهیم داشت: ذکرشدهبا توجه به روابط فوق برای تیر دو سر مفصل 

1 2

0.75
V 1( 0.25 0.75) (1 4 4)( )(5) 0.125KN

40 10
        


 

1مقدار  ازآنجاکه 2V   ایجاد  1برش بیشتری نسبت به  2فهمید که بارگذاری  توانیممثبت است در نتیجه

 :رویمیم 3به  2. پس سراغ حرکت از حالت کندیم
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2 3

0.75
V 4( 0.25 0.75) (1 4 4)( )(5) 2.875KN

40 10
        


 

2مقدار  ازآنجاکه 3V   ایجاد  2برش کمتری نسبت به  3فهمید که حالت  توانیممنفی است در نتیجه

 بیشترین مقدار برش را خواهیم داشت. 2بنابراین در حالت ؛ کندیم

 C 2
V 1( 0.125) 4(0.75) 4(0.625) 5.375KN      

 

 ممان –تغییرات تابع  4-6-2

چند بار متمرکز متحرک که بیشینه لنگر را در یک نقطه مشخص از سازه ایجاد  یریقرارگحال اگر نحوه 

طه، همانند روش ذکر شده بالا از رابطه زیر مد نظرمان باشد، پس از رسم خط تأثیر لنگر در آن نق کنندیم

 تغییرات لنگر را محاسبه کنیم: توانیمیم

 2 1M P s x x      

به تحت اثر حرکت چند بار متمرکز را  Cحداکثر لنگر در نقطه  خواهیمیمدر تیر دو مفصل زیر  مثال عنوانبه

 آوریم: دست

 
 آمد که به شکل زیر است: به دستگذشته  هایینتمرتیر بالا در  Cنمودار خط تأثیر لنگر در نقطه 

 
روی  تواندیمحالت زیر  3باشد. پس  Cروی دهد که بارگذاری سمت راست نقطه  تواندیمحداکثر لنگر زمانی 

 دهد:
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 برسیم پس خواهیم داشت: 2تا به حالت  دهیمیممتر ادامه  4به طول  1حال بارگذاری را از حالت 

 1 2

7.5 7.5
M 2( ) 4 (4 3)( )(4) 1KN.m

10 40 10
      


 

1 ازآنجاکه 2M   رویمیم 3متر تا حالت  6به طول  2مثبت است به سراغ بارگذاری حالت: 

   2 3

7.5 7.5
M 2 4 ( ) 6 (3)( )(6) 22.5KN.m

10 40 10
      


 

ی که بارگذار دهدیمفهمید که بیشترین لنگر زمانی روی  توانیمآمده منفی است  به دستمقدار  ازآنجاکه

 باشد. 2در حالت 

 

 
 ه لنگر برابر است با:بیشینپس 

 C 2
M 2(4.5) 4(7.5) 3(6) 57KN.m     
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 :12 ینتمر

را محاسبه  آیدیمکامیون به وجود  یهاچرخاز تیر شکل زیر که از حرکت  Bحداکثر مثبت برش در نقطه 

 نمایید:

 
 :باشدیمبه شکل زیر  Bنمودار خط تأثیر برش در نقطه 

 
 :یوتنین یلوک 4متری بار  3حرکت 

B

0.5
V 4( 0.5 0.5) (4 9 15)( )(3) 0.2KN

10
          

 :یوتنین یلوک 9متری بار  6حرکت 

B

0.5 0.5
V 9( 0.5 0.5) (4 9 15)( )(6) 10( )(4) 1.4KN

10 10
           

 :یوتنین یلوک 15متری بار  6حرکت 

B

0.5 0.5 0.5
V 15( 0.5 0.5) (4)( )(1) 9( )(4) (15 10)( )(6) 5.5KN

10 10 10
           

سمت راست  یوتنین یلوک 15که بار  افتدیمپاسخ منفی شد در نتیجه حداکثر مثبت برش زمانی اتفاق  ازآنجاکه

 قرار داشته باشد. Bنقطه 
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 :یجهدرنت

 B MAX
V 4( 0.05) 9( 0.2) 15(0.5) 10(0.2) 7.5KN        
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 :پنجمفصل  5

هاسازهتغییر شکل 
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 مقدمه 5-1

. از دیگر دلایل شوندیم شکل ییرتغده دچار همچون دیگر اجسام فیزیکی تحت تأثیر نیروهای وار هاسازه

اشاره کرد. چنانچه با حذف عامل  گاهییهتک یهانشستبه تغییرات دما و  توانیم هاسازهشکل  ییرتغمعمول 

شکل را  یریتغشکل اولیه خود را بازیابد، این نوع  ه، تغییر شکل ناپدید شود و سازشکل ییرتغایجاد کننده 

 یرغتغییر شکل دائمی سازه را تغییر شکل غیر الاستیک یا خمیری ). نامندیمشکل الاستیک یا ارتجاعی  ییرتغ

. این نوع شودیمالاستیک خطی تمرکز  شکل ییرتغفقط بر روی  1. در درس تحلیل سازه نامندیم( یارتجاع

برای پاسخ خطی سازه به  یمدانیم. کندیمخطی همراه با بارهای اعمال شده تغییر  صورتبهتغییر شکل 

ر آن نیز کوچک باشد. د یهاشکلتغییر  باشد وبارهای وارده، سازه باید از مصالح الاستیک خطی ساخته شده 

 یا جمع آثار قوا معتبر است. ینهبرهماصل  ییهاسازهچنین 

 :کرد یبنددستهبه دو گروه  توانیم یطورکلبهخمشی را  یهاشکلمحاسبه تغییر  یهاروش

 در نظر گرفتن هندسه شکل تغییر یافته سازه بر اساسهندسی:  یهاروش .1

 کار و انرژی اییهپاانرژی: بر اساس اصول  –کار  یهاروش .2

هندسی معمول برای تعیین شیب و تغییر شکل خمشی تیرهای معین  یهاروشدر این فصل ابتدا به بررسی 

 .گیردیمقرار  بحثد مورکار و انرژی  یهاروشو در قسمت دوم  پردازیمیماستاتیکی 

 

 )معادله دیفرانسیل تغییر شکل خمشی تیر( تئوری تیر الاستیک 5-2

که تحت تأثیر بارگذاری دلخواه عمود بر خط مرکز خود و  گیریمیمتیر الاستیک در ابتدا مستقیمی را در نظر 

شکل یافته را منحنی  لت تغییر. سطح خنثی تیر در حا(a)شکل  واقع در سطح تقارن مقطع خود قرار دارد

یک آوردن معادله دیفرانسیل منحنی الاست به دستبرای  .نامندیمالاستیک یا منحنی تغییر شکل خمشی تیر 

که در این  طورهمان. (b)شکل  کنیمیماز تیر متمرکز  dxکوچک  نهایتیبتیر، توجه خود را بر روی جزء 

عمود بر سطح خنثای تیر پیش از خمش، پس از  یاصفحهکه مقاطع  کنیمیم، فرض شودیمشکل دیده 

همانند  M. قرارداد علامت لنگر خمشی مانندیمو عمود بر سطح خنثی باقی  یاصفحه صورتبهخمش نیز 

که بر اساس آن لنگر خمشی مثبت باعث ایجاد فشار  باشدیمدر فصل نیروهای داخلی اعضا  شدهمطرحقرارداد 

کششی مثبت در نظر گرفته  یهاکرنشو  هاتنش. شودیم( yنثی )در جهت مثبت در تارهای بالای سطح خ

 . شیب منحنی الاستیک یعنی شوندیم
dy

dx
  2که  شودیمبسیار کوچک فرض  در مقایسه با واحد ناچیز

)Sinباشد و  )   وCos ( )=1توجه داشته باشید که ، d کوچک  نهایتیبنشانگر تغییر شیب در طولdx 

از سطح  yواقع در فاصله  abکه تغییر شکل خمشی تار اختیاری  شودیممشاهده  bاست. با توجه به شکل 

 زیر بیان کرد: صورتبه توانیمخنثی را 
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(5-1) d
d =a b ab= 2y yd

2

 
       

 
 

dxو دانستن آنکه  هاشکلبا توجه به کوچک بودن تغییر   ds d    ، بنابراین کرنش تارab :برابر است با 

(5-2) 
d d yd y

dx ds d

  
      

  
 

ρ باشد.یمی مشخص روی منحنی الاستیک تیر انقطهعاع انحنا ش 

Eکرنش خطی -با جایگزین کردن رابطه تنش    شودیمدر معادله بالا نتیجه: 

(5-3) 
Ey

  


 

. معادله فوق بیانگر آن است که باشدیمنشانگر مدول الاستیسیته )یانگ(  Eو  abتنش در تار  σکه در اینجا 

 نشانگر تنش c(. چنانچه c)شکل  کندیمتغییر  از سطح خنثی y بافاصلهخطی همراه  صورتبهمقدار تنش 

از سطح  yدر فاصله  σ(، در این صورت تنش cاز سطح خنثی باشد )شکل  cر بالاترین تار واقع در فاصله د
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 زیر بیان کرد: صورتبه توانیمخنثی را 

(5-4) c
c

y

y c c


     

برابر است با جمع لنگرهای وارد بر تمامی تارهای موجود در سطح مقطع تیر حول  Mازآنجاکه لنگر خمشی 

 نوشت: توانیممحور خنثی، 

(5-5) 
A

M ydA  

 :شودیمنتیجه  (5-5)در معادله  (4-5)معادله  با جایگزین کردن

(5-6) 2c c

A

M y dA I
c c

 
    

 یا:

(5-7) 
c

Mc

I
   

I .ممان اینرسی تیر نسبت به تار خنثی 

 داریم: (3-5)با استفاده از معادله 

(5-8) My

I
   

 :آیدیمانحنا به دست -رابطه لنگر (8-5) و (3-5)حال از ترکیب معادلات 

(5-9) 
1 M

EI



 

1


 شود.یمانحنا نامیده  اصطلاحاً 

شود و همیشه مقدار یمتیر اطلاق  سختی )صلبیت( خمشی اصطلاحاً EI ضربحاصلبه  (9-5)در رابطه 

 دهد.یممثبتی را به خود اختصاص 

 زیر تعریف شده است: صورتبهدر کتب ریاضی رابطه انحنا 

(5-10) 

 

2

2

3
2

2

d y
1 dx

dy
1 ( )

dx






 

ستیک ی الاهاشکلتغییر  ازآنجاکه، اما ستای حل معادله دیفرانسیل غیرخطی فوق بسیار پیچیده طورکلبه

dyباشد )یمباشند، شیب منحنی تغییر شکل بسیار کوچک یمئل مهندسی کوچک مجاز در مسا
0

dx
 مربع( و 

 یجه:درنتخواهد بود  نظرصرفآن یک کمیت قابل 

(5-11) 
2

2

1 d y 1
y

dx
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دیفرانسیل زیر برای تغییر شکل خمشی تیرها به  معادله (9-5)در معادله  (11-5)کردن معادله با جایگزین 

 :آیدیمدست 

(5-12) 
2

2

d y M M
, y

dx EI EI
  

dy ازآنجاکه. شودیمبرنولی تیرها گفته -به معادله فوق، معادله اویلر
y

dx
   ، توانیمرا  (12-5)معادله 

 زیر نیز بیان کرد: صورتبه

(5-13) d M

dx EI


 

 

 هندسی یهاروشقسمت اول: 

 مستقیم )انتگرال دوبل( یریگانتگرالروش  5-3

Mنیازمند نوشتن عبارت  اصولاًمستقیم  یریگانتگرالروش 

EI
در امتداد محور تیر و  xفاصله  برحسب 

از این عبارت برای به دست آوردن معادلات شیب و تغییر شکل منحنی الاستیک است.  درپییپ یریگانتگرال

 .شوندیمانتگرال با توجه به شرایط مرزی تعیین  یهاثابت

 

 :1 ینتمر

ل( مستقیم )دوب یریگانتگرالمعادلات شیب و تغییر شکل خمشی تیر نشان داده شده در شکل را با روش 

 EIیب را در دو انتهای تیر و تغییر مکان نقطه میانی دهانه را حساب کنید. تعیین کنید. همچنین مقدار ش

 ثابت است.

 
 :گاهییهتک یهاالعملعکسمحاسبه 

x xF 0 A 0


     

 

B

y y

y

y y

M 0

L wL
A L w L 0 A

2 2

F 0

wL wL
wL B 0 B

2 2
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 .دهیمیمعبور  A گاهیهتکاز  xتعیین معادله لنگر مقطعی را در فاصله  معادله لنگر خمشی: برای

2wL x w
M (x) (wx)( ) (Lx x )

2 2 2
    

Mمعادله 

EI
Mبنابراین معادله ؛ تیر ثابت است EI: سختی خمشی 

EI
 زیر نوشت: صورتبه توانیمرا  

2
2

2

d y M w
y (Lx x )

dx EI 2EI
    

Mاز معادله  یریگانتگرالمعادله شیب و تغییر شکل خمشی )تغییر مکان(: با 

EI
و با  آیدیم به دستشیب  

 .آیدیم به دستاز معادله شیب، تغییر شکل خمشی )تغییر مکان(  یریگانتگرال
2 3

1

dy w Lx x
y ( ) C

dx 2EI 2 3
      

3 4

1 2

w Lx x
y ( ) C x C

2EI 6 12
    

 :آیندیمانتگرال با اعمال شرایط مرزی به دست  یهاثابت

 A: y=0 x=0 در

 B: y=0 x=L در

2Cداریم  yبا اعمال شرایط مرزی اول در معادله  0 

 داریم: yبا اعمال شرایط مرزی دوم در معادله 

 
4 4 3

1 1

w L L wL
0 ( ) C L C

2EI 6 12 24EI
      

 از: اندعبارتبدین ترتیب معادلات شیب و تغییر مکان تیر 
2 3 3w Lx x L

( )
2EI 2 3 12

    

3 3
2wx x L

y (Lx )
12EI 2 2

   

 در معادله شیب خواهیم داشت: x=Lو  x=0به ترتیب با جایگزین کردن  :Bو  Aشیب در دو انتهای 
3

A

wL

24EI
   

3

B

wL

24EI
  

 در معادله تغییر مکان خواهیم داشت: x=L/2با جایگزین کردن  تغییر مکان میانه دهانه:
4 4

C C

5wL 5wL
y , y

384EI 384EI
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 :2 ینتمر

 مستقیم )دوبل( تعیین کنید. یریگانتگرالاز تیر طره زیر را به روش  Bشیب و تغییر مکان نقطه 

 
  حل:

 
با در نظر  .دهیمیمعبور  A گاهیهتکاز  xتعیین معادله لنگر مقطعی را در فاصله  معادله لنگر خمشی: برای

 گرفتن مقطع سمت راست خواهیم داشت:

M 67(6.5 x)   

Mمعادله 

EI
: 

2

2

d y M 67
y (6.5 x)

dx EI EI
     

Mاز معادله  یریگانتگرالمعادله شیب و تغییر شکل خمشی )تغییر مکان(: با 

EI
و با  آیدیم به دستشیب  

 .آیدیم به دستاز معادله شیب، تغییر شکل خمشی )تغییر مکان(  یریگانتگرال
2

1

dy 67 x
y (6.5x ) C

dx EI 2
       

3
2

1 2

67 x
y (3.25x ) C x C

EI 6
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 :آیندیمانتگرال با اعمال شرایط مرزی به دست  یهاثابت

 A: y=0 x=0 در

 A: θ=0 x=0در 

1Cداریم  θدر معادله  دومبا اعمال شرایط مرزی  0 

2C داریم yبا اعمال شرایط مرزی دوم در معادله  0 

 از: اندعبارتبدین ترتیب معادلات شیب و تغییر مکان تیر 
267 x

(6.5x )
EI 2

    

3
267 x

y (3.25x )
EI 6

   

خواهیم و تغییر مکان در معادله شیب  Iو  Eو  x=6.5به ترتیب با جایگزین کردن  :B و تغییر مکان شیب

 داشت:

By 0.0974 m  B 0.0224 rad  

 

 سطح-روش لنگر 5-4

ابداع شد.  1873گرین در سال  چارلزسطح برای محاسبه شیب و تغییر شکل خمشی تیرها توسط -روش لنگر

سطح استوار است که هندسه منحنی الاستیک تیر را به نمودار -این روش بر پایه دو قضیه به نام قضایای لنگر

M

EI
ترسیم  EIبه صلبیت خمشی  Mکه خود با تقسیم مختصات عرضی نمودار لنگر خمشی  دهندیمارتباط  

 .شودیم

سطح تیر نشان داده شده در شکل را با بارگذاری دلخواه در نظر بگیرید. منحنی -بی به قضایای لنگربرای دستیا

Mالاستیک و نمودار 

EI
تغییرات شیب در  ، برای تعیین(13-5)توجه به رابطه . با اندشدهاین تیر نیز نشان داده  

 :شودیمنتیجه  Bتا  Aاز معادله در فاصله  یریگانتگرالبر روی تیر، با  Bو  Aبین نقاط 

(5-14) 
B B B

BA B A
A A A

M M
d dx dx

EI EI
          

نسبت به محور تیر در حالت تغییر  Bو  Aبه ترتیب شیب منحنی الاستیک تیر در نقاط  Bو  Aکه در اینجا 

، Bو  Aبر منحنی الاستیک در نقاط  یهامماسنمایانگر زاویه بین  BAشکل نیافته )افقی(، 
B

A

M
dx

EI  نشانگر

Mسطح زیر نمودار 

EI
 است. Bو  Aدر بین نقاط  

 زیر بیان کرد: صورتبه توانیمسطح است که آن را -ارت ریاضی قضیه اول لنگرنشانگر عب (14-5)معادله 

بر منحنی الاستیک تیر در هر دو نقطه دلخواه برابر است با سطح زیر نمودار  یهامماستغییر شیب در بین 
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M

EI
 در بین این دو نقطه، به شرطی که منحنی الاستیک در بین این دو نقطه پیوسته باشد.

 

 
 

ترسیم  یهامماسدر بین  dΔکه تغییر  شودیمبا در نظر گرفتن تیر نشان داده شده در شکل مشاهده  بازهم

 Bمحور تغییر شکل نیافته تیر در نقطه  بر روی خط عمود بر dxکوچک  نهایتیبشده در دو انتهای جزء 

 :شودیمزیر بیان  صورتبه

(5-15) d x(d )   

 :شودیمنتیجه  (15-5)در  (13-5) جایگزین کردن معادلهبا 

(5-16) M
d xdx

EI

 
   

 
 

 :شودیمروی تیر نتیجه  Bو  Aاز معادله فوق در بین هر دو نقطه دلخواه  یریگانتگرالبا 
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(5-17) 
B B B

BA
A A A

M M
d xdx xdx

EI EI
       

در امتداد عمود بر  Bیعنی تغییر شکل نقطه  Aاز مماس بر نقطه  Bنشانگر انحراف مماسی  BAکه در اینجا 

)اندیس اول نشانگر نقطه تعیین انحراف است  باشدیم Aمحور تغییر شکل نیافته تیر نسبت به مماس بر نقطه 

 منحنی الاستیکترسیم مماس بر  نشانگر نقطهاندیس دوم  کهیدرحال، شودیمو لنگرگیری حول آن انجام 

( و باشدیم
B

A

M
xdx

EI  نشانگر لنگر سطح زیر نمودارM

EI
 .باشدیم Bحول نقطه  Bو  Aدر بین نقاط  

 :زیر بیان کرد صورتبه توانیمسطح است که آن را -نشانگر عبارت ریاضی قضیه دوم لنگر (17-5)معادله 

ه ییر شکل نیافته تیر نسبت بغانحراف مماسی یک نقطه بر روی منحنی الاستیک در امتداد عمود بر محور ت

Mدیگر برابر است با لنگر سطح زیر نمودار  یانقطهمماس بر منحنی الاستیک در 

EI
در بین این دو نقطه حول  

که انحراف از آن مورد نظر است. البته به شرطی که منحنی الاستیک در بین این دو نقطه پیوسته  یانقطه

 باشد.

 .شودیمهمیشه مثبت در نظر گرفته  xفاصله 

 

 :3 ینتمر

 تعیین کنید. سطح-لنگررا به روش ( a)شکل از تیر طره زیر  Cو  Bط اشیب و تغییر مکان نق

 

 
 حل:
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 نشان داده شده است. bدر شکل لنگر خمشی: نمودار 

M نمودار

EI
از تیر  BCو  AB یهابخشاست، مقدار ممان اینرسی  شدهمشخص aکه در شکل  طورهمان :

 .باشدیممتفاوت 

9 با در نظر گرفتن  4

BCI I 1.25 10 mm  ممان اینرسی مرجع،  عنوانبهABI  را برحسبI زیر  صورتبه

 :کنیمیمبیان 
9 4 9 4

ABI 2.5 10 mm 2 1.25 10 mm 2I      

Mبرای ترسیم نمودار  دهدیمکه نشان 

EI
 2از تیر را بر  AB، باید نمودار لنگر خمشی بخش EI برحسب 

 (cتقسیم کنیم )شکل 

نشان داده شده است. به دلیل گیردار بودن  dمنحنی الاستیک: منحنی الاستیک )تغییر شکل( تیر در شکل 

Aصفر است ) A، شیب در نقطه A گاهیهتک 0  که در شکل نشان داده شده است،  طورهمان(، یعنی

 افقی است. Aک در نقطه مماس بر منحنی الاستی

 BAرا با محاسبه تغییر شیب  Bشیب در نقطه  توانیم A: با معلوم بودن شیب در نقطه Bشیب در نقطه 

 تعیین کرد. Bو  Aدر بین نقاط 

 
2

BA

1 1 1237.5 kN.m
135 5 (360 135) 5

EI 2 EI

  
         

  
 

برابر B (B )، شیب در نقطه Aکه به دلیل افقی بودن مماس بر نقطه  شودیممشاهده  dبا توجه به شکل 

 بنابراین: Bو  Aنقاط  یهامماسمیان  BAاست با زاویه 
2

B BA

1237.5 kN.m

EI
    

 :شودیمنتیجه  Iو  Eبا جایگزین کردن مقادیر عددی 

B BA 6 3

1237.5
rad 0.0049rad

(200 10 )(1.25 10 )
    

 
 

نسبت به محور تغییر شکل  Bکه تغییر مکان نقطه  شودیممشاهده  d: با توجه به شکل Bتغییر مکان نقطه 

 ، بنابراین:Aاز مماس بر نقطه  Bنیافته تیر برابر است با انحراف مماسی 

B BA   

 بر اساس قضیه دوم لنگر سطح داریم:

 
3

BA

1 1 5 2 3562.5 kN.m
135 5 2.5 (360 135) 5

EI 2 3 EI

   
           

  
 

 بنابراین:
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3

B BA

B 6 3

3562.5 kN.m

EI

3562.5
14.25mm

(200 10 )(1.25 10 )

   

  
 

 

 :شودیممشاهده  d: با توجه به شکل Cشیب در نقطه 

C CA   

 بنابراین:

 
2

CA

1 1 1 1642.5 kN.m
135 5 (360 135) 5 270 3

EI 2 2 EI

    
              

    
 

 بنابراین:
2

C CA 6 3

1642.5 kN.m 1642.5
0.0067 rad

EI (200 10 )(1.25 10 )
     

 
 

 که: شودیمدیده  d: با توجه به شکل Cتغییر مکان نقطه 

C CA   

 بنابراین:

  CA

3

CA

1 1 5 2 1 3 2
135 5 2.5 3 (360 135) 5 ( 3) 270 3

EI 2 3 2 3

8085 kN.m

EI

      
                  

    

  

 

3

C CA 6 3

8085 kN.m 8085
32mm

EI (200 10 )(1.25 10 )
     

 
 

 

 :4 ینتمر

 را تعیین کنید. زیراز تیر  Cو  B و تغییر مکان نقاط Dو  Aدو انتهای شیب با استفاده از روش لنگر سطح 
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 حل:

M نمودار

EI
M در طول تیر، نمودار EIبه دلیل ثابت بودن : 

EI
 .(b)شکل  باشدیمهمانند نمودار لنگر خمشی  

 نشان داده شده است. cمنحنی الاستیک: منحنی الاستیک )تغییر شکل( تیر در شکل 

از تیر مشخص نیست، بنابراین با استفاده از مماس  یانقطهشیب منحنی الاستیک در هیچ : Aشیب در نقطه 

 A گاهیهتکرا با توجه به این نکته که تغییر مکان در محل  Aمماس مرجع، شیب  عنوانبه A گاهیهتکبر 

 .کنیمیمصفر است، تعیین  Dو 

Aکوچک باشد که  قدرآن Aبا فرض آنکه و  cبا توجه به شکل  Atan( )   ، که: شودیممشاهده 
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DA
A

L


  

 :کنیمیماز قضیه دوم لنگر سطح استفاده  DAبرای ارزیابی انحراف مماسی 

DA

3

DA

1 1 6 1 6 1 6
( 1080 6 6) ( 270 3 3) (810 3 4.5) ( 810 3 )

EI 2 3 2 3 2 3

41310 kN.m

EI

 
                  

 

  

 

 :برابر است با Aشیب در نقطه بنابراین 

2

DA
A

41310
3442.5 kN.mEI

L 12 EI


    

 :شودیمنتیجه  Iو  Eبا جایگزین کردن مقادیر 
2

A 6 2

3442.5 kN.m 3442.5
0.014 rad

EI (12.5 10 )(1.92 10 )
   

 
 

 که: شودیممشاهده  c: با توجه به شکل Dشیب در نقطه 

D DA A    

 با استفاده از قضیه اول لنگر سطح داریم:

DA

2

DA

1 1 1 1
( 1080 6) ( 270 3) (810 3) ( 810 3)

EI 2 2 2

7290 kN.m

EI

 
            

 

  

 

 بنابراین:
2

D

7290 3442.5 3847.5 kN.m

EI EI EI
    

 :شودیمنتیجه  Iو  Eبا جایگزین کردن مقادیر 

D 6 2

3847.5
0.016 rad

(12.5 10 )(1.92 10 )
  

 
 

 قدرآن Aو با فرض آنکه  cاز منحنی الاستیک در شکل  ABدر نظر گرفتن بخش : با Bتغییر مکان نقطه 

Aکوچک باشد که  Atan( )  :داریم ، 

B BA
A B A BA6

6

 
       

 و:
3

BA BA

1 1 6 6480 kN.m
1080 6

EI 2 3 EI

 
       

 
 

 بنابراین:
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3

B

B 6 2

3442.5 6480 14175 kN.m
6

EI EI EI

14175
59mm

(12.5 10 )(1.92 10 )

 
    

 

   
 

 

 قدرآن Dو با فرض آنکه  cاز منحنی الاستیک در شکل  CD: با در نظر گرفتن بخش Cتغییر مکان نقطه 

Dکوچک باشد که  Dtan( )  :داریم ، 

C CD
D C D CD3

3

 
       

 و:
3

CD CD

1 1 3 1215 kN.m
810 3

EI 2 3 EI

 
       

 
 

 بنابراین:

3

C C 6 2

3847.5 1215 10327.5 kN.m 10327.5
3 43mm

EI EI EI (12.5 10 )(1.92 10 )

 
        

  
 

 

 

 تیر مزدوج 5-5

ابداع شد. بسیاری از مهندسین روش تیر مزدوج را به دلیل  1868در سال  Otto Mohrروش تیر مزدوج توسط 

 .ددهنیمقرارداد علامت روشمند و کاربرد سر راست آن بدون نیاز به ترسیم منحنی الاستیک سازه ترجیح 

Mروش تیر مزدوج بر پایه شباهت روابط میان بار، نیروی برشی و لنگر خمشی با روابط میان 

EI
، شیب و تغییر 

 (.1شکل خمشی استوار است )جدول 

 

 1جدول 

Mروابط  روابط بار، نیروی برشی، لنگر خمشی

EI
 ، شیب، تغییر شکل خمشی

dV
w

dx
 d M

dx EI


 

2

2

dM d M
V , w

dx dx
  

2

2

dy d y M
,

dx dx EI
   

 

 خارجی و اتصالات هایگاهیهتکتیر مزدوج متناظر با تیر واقعی، تیر فرضی هم طول با تیر واقعی است، اما 

Mداخلی آن طوری است که چنانچه تیر فرضی با نمودار 

EI
تیر واقعی بارگذاری شود، نیروی برشی و لنگر  

خمشی هر نقطه از این تیر مزدوج به ترتیب با شیب و تغییر مکان )تغییر شکل خمشی( نقطه متناظر از تیر 



 1تحلیل سازه ها 
 

 55 علیرضا قربی
 

 واقعی، برابر است.

 

 تیر مزدوج یهاگاههیتک 5-5-1

ی و تیر واقعی متناظر خارجی و اتصالات داخلی تیر مزدوج از روی روابط مشابه میان تیر فرض هایگاهیهتک

غییر از تیر فرضی باید با شیب و ت یانقطه، بدین مفهوم که نیروی برشی و لنگر خمشی در هر شوندیمتعیین 

 هایگاهیهتکهمتای مزدوج انواع مختلف  3و  2شکل خمشی آن نقطه از تیر واقعی سازگار باشد. در جدول 

 .اندشدهواقعی نشان داده 

 2جدول 

 تیر واقعی تیر مزدوج

 گاهیهتکنوع 
برش و لنگر 

 خمشی

شیب و 

 تغییر مکان
 گاهیهتکنوع 

 

V 0

M 0




 0

0

 

 
 

 

 

V 0

M 0




 0

0

 

 
 

 

 

V 0

M 0




 0

0

 

 
 

 

 

V 0

M 0




 0

0

 

 
 

 

 

V 0

M 0




 0

0
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 3جدول 

 تیر واقعی تیر مزدوج
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 :5 ینتمر

 ( را به روش تیر مزدوج تعیین کنید.aاز تیر طره زیر )شکل  Cو  Bشیب و تغییر مکان نقاط 

 
  حل:

M نمودار

EI
از تیر  BCو  ABی هابخشاست، مقدار ممان اینرسی  شدهمشخص aکه در شکل  طورهمان: 

9 باشد، با در نظر گرفتن یممتفاوت  4

BCI I 1.25 10 mm  ممان اینرسی مرجع،  عنوانبهABI  را برحسب

I کنیم:یمزیر بیان  صورتبه 
9 4 9 4

ABI 2.5 10 mm 2 1.25 10 mm 2I      

Mدهد برای ترسیم نمودار یمکه نشان 

EI
 2از تیر را بر  AB، باید نمودار لنگر خمشی بخش EI برحسب 

 (bتقسیم کنیم )شکل 

Mتیر مزدوج بارگذاری شده با نمودار  cتیر مزدوج: در شکل 

EI
 تیر واقعی نشان داده شده است. 
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از تیر مزدوج برابر است. با در  Bاز تیر واقعی با نیروی برشی در نقطه  B: شیب در نقطه Bشیب در نقطه 

 خواهیم داشت: ABنظر گرفتن قطعه 
2

y B B

1 360 135 1237.5 kN.m
F 0 5 V 0 V

2 EI EI EI

 
              

 
 

 از تیر واقعی برابر است با: Bبنابراین شیب در نقطه 
2

B 6 3

1237.5 kN.m 1237.5
0.0049 rad

EI (200 10 )(1.25 10 )
      

 
 

از تیر مزدوج برابر  Bاز تیر واقعی با لنگر خمشی در نقطه  B: تغییر مکان در نقطه Bتغییر مکان در نقطه 

 خواهیم داشت: ABاست. با در نظر گرفتن قطعه 
3

B B B

1 360 135 2 135 5 3562.5 kN.m
M 0 5 5 5 M 0 M

2 EI 3 EI 2 EI

     
                  

    
 

 از تیر واقعی برابر است با: Bبنابراین تغییر مکان در نقطه 
3

B 6 3

B

3562.5 kN.m 3562.5
0.01425 m

EI (200 10 )(1.25 10 )

14.25mm


      

 

   

 

از تیر مزدوج برابر است. با در  Cاز تیر واقعی با نیروی برشی در نقطه  C: شیب در نقطه Cشیب در نقطه 

 خواهیم داشت: ACنظر گرفتن قطعه 
2

y C C

1 360 135 1 270 1642.5 kN.m
F 0 5 3 V 0 V

2 EI 2 EI EI

       
                     

      
 

 از تیر واقعی برابر است با: Cبنابراین شیب در نقطه 
2

B 6 3

1642.5 kN.m 1642.5
0.0067 rad

EI (200 10 )(1.25 10 )
      

 
 

از تیر مزدوج برابر  Cاز تیر واقعی با لنگر خمشی در نقطه  C: تغییر مکان در نقطه Cتغییر مکان در نقطه 

 خواهیم داشت: ACاست. با در نظر گرفتن قطعه 

C

C

3

C

M 0

135 5 1 360 135 2 1 270 2
5 3 5 5 3 3 3 M 0

EI 2 2 EI 3 2 EI 3

8085 kN.m
M

EI

   

           
                         

          

  

 

 از تیر واقعی برابر است با: Cبنابراین تغییر مکان در نقطه 
3

C 6 3

C

8085 kN.m 8085
0.032 m

EI (200 10 )(1.25 10 )

32mm
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 :6 ینتمر

 از تیر زیر را تعیین کنید. Cو  Bو تغییر مکان نقاط  Dو  Aبا استفاده از روش تیر مزدوج شیب دو انتهای 

 
  حل:

Mنمودار 

EI
Mدر طول تیر، نمودار  EI: به دلیل ثابت بودن 

EI
 (.bباشد )شکل یمهمانند نمودار لنگر خمشی  

Mتیر مزدوج بارگذاری شده با نمودار  cتیر مزدوج: در شکل 

EI
 تیر واقعی نشان داده شده است. 

 تیر مزدوج: با به کار بردن معادلات تعادل در مورد جسم آزاد کل تیر مزدوج داریم: گاهییهتک یهاواکنش
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y

y

D

2

y

1080
×6

6 810 3EI12×A × + 6 ×3× 3+ ...
2 3 EI 2

1080 -810 810
×3 ×3

2 2EI EI× 3× + 3 × 3×
2 3 2 3

A

1080 1080 +
×6

6885 EI+ +
2EI

M 0

3442.5 kN.m

EI

F
2

0

 
      

     
     

 

   
      

       
      

   



 


     

 

     


 
 
 

2

y

y

810 810
×3 ×3

EI EI+ + D
2 2

3847.5 kN.m

E
D

I

   
   
   
   
   

  
 

از تیر  Aاز تیر واقعی با نیروی برشی درست در سمت راست نقطه  A: شیب در نقطه Aشیب در نقطه 

 مزدوج برابر است:
2

y y A,R A,R y A,R

3442.5 kN.m
F 0 A V 0 V A V

EI
              

 از تیر واقعی برابر است با: Aبنابراین شیب در نقطه 
2

A 6 2

3442.5 kN.m 3442.5
0.014 rad

EI (12.5 10 )(1.92 10 )
      

 
 

از تیر مزدوج  Dاز تیر واقعی با نیروی برشی درست در سمت چپ نقطه  D: شیب در نقطه Dشیب در نقطه 

 برابر است:
2

y y D,L D,L y D,L

3847.5 kN.m
F 0 D V 0 V D V

EI
            

 از تیر واقعی برابر است با: Dبنابراین شیب در نقطه 
2

D 6 2

3847.5 kN.m 3847.5
0.016 rad

EI (12.5 10 )(1.92 10 )
   

 
 

از تیر مزدوج برابر  Bاز تیر واقعی با لنگر خمشی در نقطه  B: تغییر مکان در نقطه Bتغییر مکان در نقطه 

 خواهیم داشت: ABاست. با در نظر گرفتن قطعه 
3

B B B

3442.5 1 1080 6 14175 kN.m
M 0 6 6 M 0 M

EI 2 EI 3 EI
              

 از تیر واقعی برابر است با: Bبنابراین تغییر مکان در نقطه 
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3

B 6 2

B

14175 kN.m 14175
0.059 m

EI (12.5 10 )(1.92 10 )

59mm


      

 

   

 

از تیر مزدوج برابر  Cاز تیر واقعی با لنگر خمشی در نقطه  C: تغییر مکان در نقطه Cتغییر مکان در نقطه 

 خواهیم داشت: CDاست. با در نظر گرفتن قطعه 
3

C C C

3847.5 1 810 3 10327.5 kN.m
M 0 3 3 M 0 M

EI 2 EI 3 EI
               

 از تیر واقعی برابر است با: Cبنابراین تغییر مکان در نقطه 
3

C 6 2

C

10327.5 kN.m 10327.5
0.043 m

EI (12.5 10 )(1.92 10 )

43mm


      

 

   

 

 

 کار و انرژی یهاروش: دومقسمت 

 کار 5-6

نیرو در تغییر مکان نقطه اثر آن  ضربحاصل صورتبهساده  طوربهکار انجام شده توسط نیروی وارد بر سازه 

 یامجموعهضمن تغییر شکل یافتن سازه تحت تأثیر  P. کار انجام شده توسط نیرو شودیمدر امتداد نیرو تعریف 

در ضمن جابجا شدن  Pانجام شده نیروی  dW. کار )شکل الف( ( را در نظر بگیریدPاز نیروها )شامل نیروی 

 زیر نوشت: صورتبه توانیمرا  dΔکوچک  نهایتیبنقطه اثر آن به فاصله 

(5-18)  dW=P d 

زیر به  صورتبه dWاز عبارت  یریگانتگرالبا  توانیمرا  Δدر کل فاصله  Pکل کار انجام شده توسط نیروی 

 دست آورد:

(5-19)  
0

W= P d


 

ده ده شتغییر مکان نشان دا-، کار برابر است با سطح زیر نمودار نیرودهدیمنشان  (19-5)که معادله  طورهمان

، به همین دلیل کار در حالت کنیمیمالاستیک خطی متمرکز  یهاسازهدر شکل ب. توجه خود را به تحلیل 

 کندیمخطی از صفر تا مقدار نهایی خود تغییر  صورتبهمورد نظر است که نیرو همواره با تغییر مکان  اییژهو

 تغییر مکان برابر است و:-)شکل ج(. در چنین حالتی کار با سطح مثلثی زیر نمودار نیرو

(5-20) 1
W= P

2
 

در ضمن  Pاست. در این حالت مقدار نیروی  شدهه دادویژه مورد نظر در شکل د نشان  یهاحالتیکی دیگر از 

در این حالت کار انجام  ماندیمثابت باقی  Pنقطه اثر آن به دلیل عامل دیگری مستقل از نیروی  Δتغییر مکان 

 :شودیمزیر بیان  صورتبهتغییر مکان که -برابر است با سطح مستطیلی زیر نمودار نیرو Pشده توسط نیروی 
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(5-21) W=P 

 

 
 

1در عبارت کار ضریب  کندیمخطی همراه با تغییر مکان تغییر  صورتبهدر حالتی که نیرو 

2
، شودیمپدیدار  

 در صورتی که در حالت ثابت بودن نیرو چنین ضریبی در عبارت کار وجود ندارد.

 dW. کار شودیملنگر در زاویه چرخش تعریف  ضربحاصل صورتبه برسازهکار انجام شده توسط کوپل وارد 

 :شودیمزیر بیان  صورتبه dθکوچک  نهایتیبدر ضمن چرخش  Mکوپلی با لنگر 

(5-22)  dW=M d 

 زیر بیان کرد: صورتبه توانیمرا  Wبنابراین کار کل 

(5-23) 
0

W Md


  

 

 اصل کار مجازی 5-7

بیان شد که ابزار تحلیلی توانمندی را برای بسیاری  John Bernoulliتوسط  1717اصل کار مجازی در سال 

 .نمایدیماز مسائل مکانیک سازه معرفی 
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 تغییر شکل خمشی تیرها به روش کار مجازی 5-7-1

آوردن رابطه روش کار مجازی جهت تعیین تغییر شکل خمشی تیرها، تیر نشان داده شده در  به دستبرای 

از تیر مورد  Bنقطه  Δالف را با بارگذاری دلخواه در نظر بگیرید. فرض کنید که تعیین تغییر مکان قائم  شکل

نقطه را در امتداد  نظر است. جهت تعیین این تغییر مکان، سیستمی مجازی متشکل از بار واحد وارد بر آن

)شکل ب(. حال چنانچه این تیر را همراه با بار واحد مجازی وارد بر آن  کنیمیمتغییر مکان مورد نظر انتخاب 

دهیم، کار مجازی خارجی انجام شده توسط بار واحد مجازی در  رتحت تأثیر تغییر شکل ناشی از بار واقعی قرا

برابر است با:  Δضمن تغییر شکل واقعی  veW 1  

در  A گاهیهتکاز  xاز تیر در فاصله  dxکوچک  نهایتیبکار مجازی، توجه خود را به جزء  آوردن به دستبرای 

تیر با بار مجازی )شکل ب( تحت تأثیر تغییر شکل  ازآنجاکه)شکل الف و ب(.  کنیمیمسمت چپ متمرکز 

که در شکل ج نشان داده شده است، لنگر خمشی  طورهمانرد، ناشی از بارگذاری واقعی )شکل الف( قرار دا

بنابراین کار ؛ دهدیمکار مجازی داخلی انجام  θdدر ضمن چرخش واقعی  dxوارد بر جزء  vM مجازی داخلی

 :شودیمزیر بیان  صورتبه dxمجازی داخلی انجام شده بر روی جزء 

(5-24)  vi vdW M d  

 
 (24-5)معادله ، در θdدر ضمن چرخش واقعی  vMتوجه داشته باشید که به دلیل ثابت ماندن لنگر مجازی 

1ضریب 

2
M شودیمیادآور  (13-5)معادله . از شودینموارد  

d = dx
EI

  که در اینجاM  لنگر خمشی ناشی از
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نتیجه  (24-5)معادله در  (13-5)معادله . با جایگزین کردن باشدیم dθبارگذاری واقعی و عامل چرخش 

 :شودیم

(5-25) vi v

M
dW M dx

EI

 
  

 
 

از تیر  Lاز معادله فوق بر روی طول  یریگانتگرالبا  توانیمحال کار مجازی داخلی انجام شده بر روی تیر را 

 تعیین کرد:

(5-26) 
L

v
vi

0

M M
W dx

EI
  

با مساوی قرار دادن کار مجازی خارجی یعنی  veW 1  مجازی داخلی یعنی  باکار
L

v
vi

0

M M
W dx

EI
  ،

 :آیدیم به دسترابطه روش کار مجازی برای تغییر شکل تیرها 

(5-27)    
L L

v v
ve vi

0 0

M M M M
W W 1 dx 1 dx

EI EI
        

 :آیدیم به دستزیر  صورتبههمچنین با روند مشابه رابطه روش کار مجازی برای شیب تیرها 

(5-28)    
L L

v v
ve vi

0 0

M M M M
W W 1 dx 1 dx

EI EI
        

 

 :7 ینتمر

 را به روش کار مجازی تعیین کنید. )شکل الف( از تیر طره زیر Bشیب نقطه 
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 حل:

 آوردن معادلات به دست. برای اندشدهب و ج نشان داده  یهاشکلواقعی و مجازی به ترتیب در  هاییستمس

 شودیم. با توجه به شکل ب مشاهده کنیمیماز تیر انتخاب  Bمنطبق بر  مبدأرا با  xلنگر خمشی، مختص 

 عبارت است از: xمختص  برحسب Mکه معادله 

0<x<5m M= 60x 

 :آیدیمزیر به دست  صورتبهvM  به شکلی مشابه با استفاده از شکل ج، معادله

0<x<5m M= 1 

 (28-5)معادله زیر با به کار بردن رابطه کار مجازی ارائه شده در  صورتبه توانیمرا  Bشیب در نقطه 

 محاسبه کرد:

 

     

L
v

ve vi B
0

2 3
5

B B
0

M M
W W 1 dx

EI

1 750 kN .m
1 1 60x dx 1 kN.m

EI EI

   

       





 

 بنابراین:
2

B 6 6

750 kN.m 750
0.0179 rad

EI (70 10 )(600 10 )
   

 
 

! پس چرخش نقطه باشدیمبا لنگر واحد  جهتهم Bپاسخ مثبت نشان دهنده آن است که چرخش نقطه 

B باشدیم گردساعت. 

 

 

 :8 ینتمر

 از تیر زیر )شکل الف( را به روش کار مجازی تعیین کنید. Cمکان خمشی نقطه  تغییر
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 حل:

واقعی و مجازی  هاییبارگذار. اندشدهب و ج نشان داده  یهاشکلواقعی و مجازی به ترتیب در  هاییستمس

مورد استفاده در تعیین  x. مختص شودیمتقسیم  BCو  AB، بنابراین تیر به دو بخش اندیوستهناپ Bدر نقطه 

برای هر دو بخش تیر  vMو  Mب و ج نشان داده شده است و معادلات  یهاشکلمعادلات لنگر خمشی در 

 در زیر آورده شده است:

 

vM M  مختصx 

 بخش
(kN.m) (kN.m) ( محدودهm) مبدأ 

x

3
 2115x 15x 0-9 A AB 

x 60x 0-3 C CB 

 

را تعیین  Cمشی نقطه خمکان  تغییر توانیم (27-5)معادله حال با استفاده از رابطه کار مجازی ارائه شده در 

 کرد:

 

         

L
v

ve vi C
0

2 3
9 3

2

C C
0 0

M M
W W 1 dx

EI

1 x 573.75 kN .m
1 115x 15x dx x 60x dx 1 kN

EI 3 EI

   

  
            

  



 
 

 بنابراین:
3

C 6 6

573.75 kN.m 573.75
0.003586 m

EI (200 10 )(800 10 )
      

 
 

به  C! پس تغییر مکان نقطه یستنبا نیروی واحد  جهتهمپاسخ منفی نشان دهنده آن است که جابجایی 

 !باشدیمبه سمت بالا  متریلیم 3.586مقدار 

 

 به روش کار مجازی هاقابتغییر شکل  5-7-2

 محوری: یهاشکلبا در نظر گرفتن تغییر روابط تغییر شکل و چرخش برای قاب 

(5-29)  
L

v
v

0

M MFL
1 F dx

AE EI

 
   

 
  

(5-30)  
L

v
v

0

M MFL
1 F dx

AE EI

 
   

 
  

 :(1)حالت معمول در تحلیل  محوری یهاشکلبا صرف نظر از تغییر روابط تغییر شکل و چرخش برای قاب 
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(5-31)  
L

v

0

M M
1 dx

EI
  

(5-32)  
L

v

0

M M
1 dx

EI
  

 :9 ینتمر

 ود(.ش نظرصرفمحوری  یهاشکلرا به روش کار مجازی تعیین کنید )از تغییر  قاب شکل الف Cچرخش گره 
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 حل:

مورد استفاده در  x. مختص اندشدهب و ج نشان داده  یهاشکلواقعی و مجازی به ترتیب در  هاییستمس

 .اندشدهنشان داده  هاشکلنیز در این  CDو  AB ،BCسه بخش قاب یعنی  تعیین معادلات لنگر خمشی
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 آورده شده است:سه بخش قاب در زیر  vMو  Mمعادلات 

 

vM M  مختصx 

 بخش
(kN.m) (kN.m) ( محدودهm) مبدأ 

0 180x 0-4 A AB 

0 720 0-4 C CB 

x

12
 

2x
180x 20

2
 0-12 D DC 

 

 را محاسبه کرد: Cچرخش گره  توانیم (28-5)معادله حال با به کار بردن رابطه کار مجازی ارائه شده در 

 

   

L
v

ve vi C
0

2 2 3
12

C C
0

M M
W W 1 dx

EI

1 x x 4320 kN .m
1 180x 20 dx 1 kN.m

EI 12 2 EI

   

  
        

   




 

 بنابراین:
2

C 6 6

4320 kN.m 4320
0.0216 rad

EI (200 10 )(1000 10 )
   

 
 

به مقدار  C چرخش گره! پس باشدیمواحد  لنگربا  جهتهم چرخشنشان دهنده آن است که  مثبتپاسخ 

 !باشدیم گردساعترادیان  0.0216

 

 اصل پایستاری انرژی 5-8

که کار انجام شده توسط نیروهای خارجی استاتیکی وارد بر یک سازه  کندیماصل پایستاری انرژی بیان 

ر شده د یرهذخانجام شده توسط نیروهای داخلی یا انرژی کرنشی  باکارالاستیک در حال تعادل برابر است 

 از: اندعبارتسازه. روابط انرژی کرنشی تیر و قاب 

 انرژی کرنشی تیر:

(5-33) 
2

L

0

M
U= dx

2EI 

 انرژی کرنشی قاب:

(5-34) 
2 2

L L

0 0

F L M
U= dx+ dx

2AE 2EI
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 قضیه دوم کاستلیانو 5-9

قضیه دوم  عنوانبه معمولاًمطرح شد و  1873در سال  Alberto Castiglianoاین روش نخستین بار توسط 

الاستیک خطی از آن استفاده کرد. قضیه دوم  یهاسازهدر مورد  توانیمو تنها  شودیمکاستلیانو شناخته 

 کرد:طرح زیر م صورتبه توانیمتلیانو را کاس

انرژی کرنشی نسبت به نیرو )کوپل( اعمال شده برابر است با تغییر  یجزئالاستیک خطی، مشتق  یهاسازهدر 

 کوپل( در امتداد خط اثر آن:)چرخش( نیرو )مکان 

(5-35) i i

i i

U U
,

P M

 
   

 
 

چرخش نقطه اعمال کوپل  iو  iPدر جهت  iPتغییر مکان نقطه اعمال  iانرژی کرنشی،  Uدر اینجا 
iM 

در جهت 
iM 

 کاربرد قضیه دوم کاستلیانو برای تیرها 5-9-1

 رابطه عمومی قضیه دوم کاستلیانو خواهیم داشت: در (33-5)رابطه با جایگزین کردن 

 :رابطه تغییر شکل )مکان( برای تیرها 

(5-36) 
L

0

M M
dx

P EI

 
   

 
 

 :رابطه چرخش برای تیرها 

(5-37) 
L

0

M M
dx

M EI

 
   

 
 

 

 هاقابکاربرد قضیه دوم کاستلیانو برای  5-9-2

 عمومی قضیه دوم کاستلیانو خواهیم داشت: در رابطه (34-5)کردن رابطه با جایگزین 

 محوری: یهاشکلفتن تغییر روابط تغییر شکل و چرخش برای قاب با در نظر گر 

(5-38) 
L

0

F FL M M
dx

P AE P EI

    
     

    
  

(5-39) 
L

0

F FL M M
dx

M AE M EI

    
     

    
  

  محوری )حالت معمول در  یهاشکلروابط تغییر شکل و چرخش برای قاب با صرف نظر از تغییر

 (:1تحلیل 

(5-40) 
L

0

M M
dx

P EI

 
   

 
 

(5-41) 
L

0

M M
dx

M EI
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 :10 ینتمر

 از تیر زیر )شکل الف( را به روش کاستلیانو تعیین کنید. Cتغییر مکان خمشی نقطه 

 
 حل:

وجود دارد، همان طور  60kNیعنی جایی که تغییر شکل تیر مورد نظر است، یک بار خارجی  Cچون در نقطه 

تکیه گاهی  یهاواکنش. سپس گیریمیمدر نظر  Pمتغیر  عنوانبهکه در شکل ب مشخص شده است، این بار را 

. از آنجا که بارگذاری در اندشدهنیز در شکل ب نشان داده  هاواکنش. این کنیمیممحاسبه  Pتیر را بر حسب 

B  را به دو بخش  یرتدچار ناپیوستگی استAB  وBC  مختص کنیمیمتقسیم .x  مورد استفاده در تعیین

( به P)بر حسب  M. معادلات اندشدهمعادلات گشتاور خمشی در این دو بخش تیر در شکل ب نشان داده 

 .اندآمدهدر جدول زیر  Pنسبت به  M یجزئدست آمده دو بخش تیر همراه با مشتقات 

 

M

P




 M  مختصx 

 بخش
(kN.m/kN) (kN.m) ( محدودهm) مبدأ 

x

3
 2P

135 x 15x
3

 
  

 
 0-9 A AB 

x Px 0-3 C CB 

 

 و  Mدر معادلات  P=60kNرا با جایگزین کردن  Cتغییر مکان نقطه  توانیمحال 
M

P




از رابطه با استفاده  و

 کرد:تعیین  (5-36)
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L

C
0

9 3

C
0 0

9 3

C
0 0

3

C

2

2

M M
dx

P EI

1 x
dx x Px dx

EI 3

1 x
P 6

P
135 x 15 x

3

60
10kN dx x 60x dx

EI 3

5

35

73.75 kN.m

E

 
3

I

x 15x

  
   

  

 

 
   

 

  
       

  

  
          

  

  


   

  





 

 

 

 بنابراین:
3

C 6 6

573.75 kN.m 573.75
0.003586 m

EI (200 10 )(800 10 )
      

 
 

 C! پس تغییر مکان نقطه باشدیم Pپاسخ منفی نشان دهنده آن است که جابجایی خلاف جهت اعمال نیروی 

 باشد!یمبه سمت بالا متر یلیم 3.586به مقدار 

 

 :11 ینتمر

 ود(.ش نظرصرفی محوری هاشکلتعیین کنید )از تغییر  کاستلیانوقاب شکل الف را به روش  Cچرخش گره 
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 حل:

یعنی جایی که چرخش مورد نظر است، هیچ لنگر خارجی وجود ندارد، به همین جهت همان  Cدر محل گره 

M طور که در شکل ب نشان داده شده است، لنگر فرضی  0 را در نقطهC  مختص کنیمیموارد .x  مورد

به  Mاستفاده در تعیین معادلات لنگر خمشی سه بخش قاب در شکل ب نشان داده شده است و معادلات 

Mو  Mآمده این سه بخش بر حسب  دست

M




 در جدول زیر آمده است. یزن 

 

M

M




 M  مختصx 

 بخش
)

kN.m

kN.m
( (kN.m) ( محدودهm) مبدأ 

0 180x 0-4 A AB 

0 720 0-4 C CB 

x

12
 

2M x
180 x 20

12 2

 
  

 
 0-12 D DC 

 

Mاز قاب را با جایگزین کردن  Cچرخش گره  توانیمحال  0  در معادلاتM  و 
M

M




از رابطه با استفاده  و

 کرد: تعیین (5-37)

2
L 12

C
0 0

2

C 6 6

M M x x
dx 180x 20 dx

M EI 12 2

4320 kN.m 4320
0.0216 rad

EI (200 10 )(1000 10 )

    
       

    

    
 

 
 

به مقدار  Cباشد! پس چرخش گره یم Mبا لنگر  جهتهمپاسخ مثبت نشان دهنده آن است که چرخش 

 باشد!یم گردساعترادیان  0.0216

 

 متقابل یهاشکل( در مورد تغییر Betti & Maxwell) ماکسولقانون بتی و قانون  5-10

 1864در سال  James Maxwellمتقابل که نخستین بار توسط  یهاشکلدر مورد تغییر  Maxwellقانون 

 .کندیمنامعین استاتیکی مطرح شده در فصل بعد بازی  یهاسازهمطرح شد، نقش مهمی را در تحلیل 

زیر  صورتبه توانیم. قانون بتی را باشدیم( 1872بتی )سال  تریعموماز قانون  اییژهوحالت  ماکسولقانون 

 بیان کرد:

از نیروها و لنگرهای مؤثر در ضمن تغییر  Pازه الاستیک خطی، کار مجازی انجام شده توسط سیستم در س
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مؤثر در ضمن تغییر شکل ناشی  Qمجازی سیستم  باکاربرابر است  لنگرهااز نیروها و  Qشکل ناشی از سیستم 

 .Pاز سیستم 

ن داده شده است، این تیر به ترتیب تحت تیر شکل زیر را در نظر بگیرید، همان طور که در شکل الف و ب نشا

 قرار دارد. Qو  Pتأثیر دو سیستم مختلف از نیروها یعنی 

 

 
 

از نیروها  Qقرار دارد )شکل الف(، تحت تأثیر سیستم  Pکه تیری که تحت تأثیر بارهای  کنیمیمحال فرض 

 :شودیمزیر بیان  صورتبهانجام شده veW . کار مجازی خارجی شودیم)شکل ب( دچار تغییر شکل 

(5-42) 
n

ve 1 Q1 2 Q2 n Qn ve i Qi

i 1

W P P ... P W P


          

veه کار بردن اصل نیروهای مجازی در مورد اجسام تغییر شکل پذیر با ب viW W  و با استفاده از رابطه کار

 داریم: (26-5)مجازی داخلی تیرها 

(5-43) 
n L

P Q

i Qi
0

i 1

M M
P dx

EI

   

اشی از نیروهای ن یهاشکلوارد بر آن )شکل ب( تحت تأثیر تغییر  Qتیر تحت نیروهای  کنیمیمسپس فرض 

P :شکل الف( قرار گیرد، در نتیجه( 

(5-44) 
m L

Q P

i Pi
0

i 1

M M
Q dx

EI

   

 :شودیمقرار دادن سمت چپ معادلات نتیجه  یمساوبا توجه به یکسان بودن سمت راست معادلات فوق، با 

(5-45) 
n m

i Qi i Pi

i 1 i 1

P Q
 

    



 1تحلیل سازه ها 
 

 75 علیرضا قربی
 

 معادله فوق نشانگر بیان ریاضی قانون بتی است.

 

 iدر سازه الاستیک خطی، تغییر شکل نقطه که  کندیممتقابل بیان  یهاشکلدر مورد تغییر  ماکسولقانون 

 .iدر اثر بار واحد نقطه  jبرابر است با تغییر شکل نقطه  jدر اثر بار واحد بر نقطه 

حالتی خاص از قانون بتی دانست. برای اثبات قانون  توانیمرا  ماکسولهمان طور که مشخص است قانون  

 در تیر زیر داریم: ماکسول

(5-46)    ij ji ij ji1 f 1 f f f   

ijf  بیانگر تغییر شکل نقطهi  در اثر بار واحد نقطهj 

jif  بیانگر تغییر شکل نقطهj  در اثر بار واحد در نقطهi 

 .شودیمگفته  )ضریب نرمی( پذیریضریب انعطاف ناشی از بار واحد،  یهاشکلبه این تغییر 

 
 

 جمع آثار قوا 5-11

است که شیب یا تغییر شکل خمشی ناشی از اثر  ترآسان معمولاً زمانی که تیر تحت تأثیر چندین بار قرار دارد، 

خمشی ناشی از بارهای اعمال شده منفرد تعیین  یهاشکلیا تغییر  هایبشبارها با بر هم نهی )جمع جبری( 

مطرح شده در این فصل  یهاروشبا استفاده از  توانیمشوند. شیب و تغییر شکل ناشی از هر بار منفرد را 

راهنمای سازه روابط تغییر شکل تیرها برای انواع مختلف  یهاکتابمحاسبه نمود. همچنین در بسیاری از 

   برای این منظور استفاده کرد. توانیم هاآناهی ارائه شده است که از بارگذاری و شرایط تکیه گ
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 :ششمفصل  6

نامعین یهاسازه
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 مقدمه 6-1

نامعین  یهاسازه. ابتدا به بررسی مزایا و معایب پردازیمیمنامعین استاتیکی  یهاسازهدر این فصل به تحلیل 

 .شودیمپرداخته 

 از: اندعبارتمعین استاتیکی  یهاسازهنامعین استاتیکی نسبت به  یهاسازهمزایای 

 ترکوچک یهاتنش .1

 تربزرگسختی  .2

 
 

 اضافی یهامجهول .3
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 از: اندعبارتمعین استاتیکی  یهاسازهنامعین استاتیکی نسبت به  یهاسازهمعایب 

 تکیه گاهی یهانشستناشی از  یهاتنش .1

 

 
 

 ناشی از تغییر دما و خطاهای ساخت یهاتنش .2

 

 
 

 نامعین یهاسازهتحلیل  6-2

 است: اییهپانیازمند استفاده از سه نوع رابطه  هاسازهتحلیل 

 تغییر شکل. –معادلات تعادل، شرایط سازگاری و روابط نیروی عضو 

ل اساس هندسه تغییر شک بر، از معادلات تعادل باید در پیوند با شرایط سازگاری یننامع یهاسازهدر تحلیل 

رقرار تغییر شکل سازه ب –سازه استفاده کرد. ارتباط میان تعادل و شرایط سازگاری از طریق روابط نیروی عضو 

 .شودیم

 به دو گروه دسته بندی کرد: توانیمنامعین را  یهاسازهتحلیل  یهاروش

 و )نرمی(نیر یهاروش .1
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 تغییر مکان )سختی(. یهاروش .2

 .باشدیمنیرو یا نرمی  یهاروشدر این فصل هدف معرفی 

 

 هاشکلروش سازگاری تغییر  6-3

حذف قیدهای کافی از سازه نامعین جهت تبدیل آن به سازه معین استاتیکی است. این سازه این روش نیازمند 

اضافی حذف  یدهایقتکیه گاهی یا نیروهای داخلی مربوط به  یهاواکنشو آن  نامندیممعین را سازه اولیه 

 .شوندیماضافی نامیده  یهامجهولشده سازه نامعین، 

با حل معادلات  هاآنبار مجهول بر روی سازه اولیه، مقدار  عنوانبهاضافی  یهامجهولسپس با وارد کردن این 

 یهامجهولسازه اولیه در مکان )و در جهت(  یهاشکلکه تغییر  شودیمسازگاری بر اساس این شرط تعیین 

ازه معلوم س یهاشکلاضافی باید با تغییر  یهامجهولاضافی در نتیجه اثر مرکب بارگذاری خارجی مفروض و 

 صلی در نقاط متناظر برابر باشند.نامعین ا

هم گرفتن تعادل یا بر با در نظر توانیمسازه نامعین را  یهاپاسخاضافی، دیگر  یهامجهولپس از تعیین شدن 

 آورد. به دستاضافی  یهامجهولسازه اولیه در اثر بارگذاری خارجی و هر یک از  یهاپاسخنهی 

 

 با یک درجه نامعینی یهاسازه 6-3-1

 

 :1 ینتمر

رده تعیین ک هاشکلتکیه گاهی تیر نشان داده شده در شکل الف را با استفاده از روش سازگاری تغییر  یهاواکنش

 های نیروی برشی و لنگر خمشی تیر را رسم کنید.و نمودار

 

 حل:

 1=  درجه نامعینی

را  AM. جهت کنیمیممجهول اضافی انتخاب  عنوانبهرا  Aواکنش تکیه گاهی  AM گشتاور تیر اولیه:

از تیر  A)شکل الف(. برای به دست آوردن تیر اولیه، قید مانع چرخش انتهای  گیریمیمدر نظر  گردپادساعت

ه اولیه )شکل ب(. سپس تیر ساد کنیمیمتکیه گاه گیردار حذف  یجابهرا با جایگزین کردن تکیه گاه مفصلی 

که به ترتیب در  دهیمیمقرار  AMجداگانه تحت بارگذاری خارجی و مقدار واحد مجهول اضافی  صورتبهرا 

 Aنشانگر شیب در گره  AO، شودیممشاهده  هاشکل. همان طور که در اندشدهب و ج نشان داده  یهاشکل

در اثر مقدار واحد  Aیعنی ضریب نرمی )انعطاف پذیری( نشانگر شیب تیر در نقطه  AAfتحت اثر بار خارجی و 

 است. AMمجهول اضافی 
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در اثر بارگذاری خارجی و  Aتیر اولیه در نقطه  هاییبشبا مساوی قرار دادن جمع جبری  معادله سازگاری:

فر است، معادله سازگاری با شیب تیر نامعین واقعی در محل تکیه گاه گیردار که خود ص AMمجهول اضافی 

 :آیدیم به دست

AO AA Af M 0    

ی معرفی شده فصل قبل و جدول انتهای یهاروشبا استفاده از روابط تغییر شکل تیرها )کلیه شیب تیر اولیه: 

 فصل قبل( داریم:
2

AO

1000kN.m

EI
    

2

AA

kN.m3.33
kN.mf

EI
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 :شودیمبا جایگزین کردن مقادیر بالا در معادله سازگاری نتیجه مقدار مجهول اضافی: 

A A

1000 3.33
M 0 M 300kN.m

EI EI

 
     

 
 

تکیه گاهی تیر نامعین، از معادلات تعادل استفاده  یهاواکنشبرای تعیین دیگر  تکیه گاهی: یهاواکنش

 )شکل د(: کنیمیم

    

 

x x

B y y

y y y

F 0 A 0

M 0 300 A 10 24 10 5 0 A 150kN

F 0 150 240 10 B 0 B 90kN



   

         

          

 

 نیز در شکل ه نشان داده شده است. یروی برشی و خمشیننمودارهای 
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 :2 ینتمر

رده تعیین ک هاشکلنشان داده شده در شکل الف را با استفاده از روش سازگاری تغییر  قابتکیه گاهی  یهاواکنش

 و نمودارهای نیروی برشی و لنگر خمشی تیر را رسم کنید.

 
 حل:

 1=  درجه نامعینی

. قاب اولیه با حذف شودیممجهول اضافی انتخاب  عنوانبه Aتکیه گاه مفصلی xA واکنش افقی  اولیه: قاب

 آیدیمتکیه گاه مفصلی به دست  یجابهو با جایگزین کردن تکیه گاه غلتکی  Aقید مانع تغییر مکان افقی گره 

نامعلومجداگانه تحت بارگذاری خارجی و مقدار واحد مجهول اضافی  صورتبهرا  اولیه )شکل ب(. سپس قاب

xA  اندشدهب و ج نشان داده  یهاشکلکه به ترتیب در  دهیمیمقرار. 
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 که: شودیمالف ب ج مشاهده  یهاشکلبا توجه به  معادله سازگاری:

AO AA xf A 0    

قاب اولیه با استفاده از روش کار مجازی فصل قبل  AAfو  AO یهاشکلتغییر  اولیه:قاب  یهاشکلتغییر 

در  Aکه نشانگر تغییر شکل افقی قاب اولیه در محل گره  AO. عبارت کار مجازی مربوط به شودیمارزیابی 

 زیر نوشت: صورتبه توانیمارجی است را خ یبارگذاراثر 

O A
AO

M m
dx

EI
   

نشانگر لنگرهای  Amنشانگر لنگرهای خمشی ناشی از بارگذاری خارجی )واقعی( )شکل ب( و  OMکه در اینجا 

 )شکل ج(. باشدیمخمشی ناشی از بار واحد )مجازی( در محل مجهول اضافی و هم جهت با آن 

 

Am OM  مختصx 

 بخش
(kN.m/kN) (kN.m) ( محدودهm) مبدأ 

x 0 0-6 A AB 

2
6 x

3
  250

225x x
2

 0-9 B BC 

 
3

9
2

AO
0

1 50 2 9112.5 kN.m
225x x 6 x dx

EI 2 3 EI

  
        

  
  

، هر دو سیستم واقعی و مجازی شامل مقدار واحد واکنش تکیه گاهی AAfبرای محاسبه ضریب انعطاف پذیری 

(، بدین xA)بدون ضریب شوندیمنشان داده شده در شکل ج بر روی قاب اولیه وارد  صورتبه xAاضافی 

 :شودیمزیر بیان  صورتبه AAfترتیب عبارت کار مجازی برای 

A

2

AA

m
f dx

EI
  

 در نتیجه:

 
2 326 9

AA
0 0

1 2 180 m
f x dx 6 x dx

EI 3 EI

  
       

   
   

 :شودیمبا جایگزین کردن مقادیر بالا در معادله سازگاری نتیجه مقدار مجهول اضافی: 

x x

9112.5 180
A 0 A 50.63kN

EI EI

 
      

 
 

تکیه گاهی تیر نامعین، از معادلات تعادل استفاده  یهاواکنشبرای تعیین دیگر  تکیه گاهی: یهاواکنش

 )شکل د(: کنیمیم
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 نیز در شکل ه نشان داده شده است. یروی برشی و خمشیننمودارهای 
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 با چند درجه نامعینی یهاسازه 6-3-2

 اهشکلتکیه گاهی تیر نشان داده شده در شکل الف را با استفاده از روش سازگاری تغییر  یهاواکنش :3 ینتمر

 تعیین کرده و نمودارهای نیروی برشی و لنگر خمشی تیر را رسم کنید.
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 حل:

 2=  درجه نامعینی

قائم  یهاواکنش اولیه:تیر 
yC  و

yE  داخلی  یهاگاهتکیهC  وE  کنیمیماضافی انتخاب  یهامجهول عنوانبهرا .

 .آوریمیم به دست، تیر طره اولیه نشان داده شده در شکل ب را هاگاهسپس با حذف این تکیه 

اضافی  یهامجهولداگانه تحت بارگذاری خارجی و مقدار واحد ج صورتبهدر مرحله بعد تیر اولیه را 
yC  و

yE  اندشدهو د نشان داده ب و ج  یهاشکلکه به ترتیب در  دهیمیمقرار. 

 داریم:الف تا د  یهاشکلبا توجه به  سازگاری: معادلات

CO CC y CE y

EO EC y EE y

f C f E 0

f C f E 0

   

   
 

 با استفاده از روابط تغییر شکل تیرها )جدول انتهایی فصل قبل( داریم:تیر اولیه:  یهاشکلتغییر 
3 3

CO EO

82500 kN.m 230000 kN.m

EI EI
       

3 3

CC EE

333.333 m 2666.667 m
f f

EI EI
   

3

EC

833.333 m
f

EI
  

 داریم: ماکسولهمچنین با استفاده از قانون 
3

CE EC

833.333 m
f f

EI
   

 :شودیمسازگاری نتیجه  مقادیر بالا در معادلات با جایگزین کردناضافی:  یهامجهولمقدار 

y y

y y

82500 333.333C 833.333E 0

230000 833.333C 2666.667E 0

   

   
 

 :شودیماز حل دستگاه فوق نتیجه 

yC 145.714kN   

yE 40.714kN   

تکیه گاهی تیر نامعین، از معادلات تعادل استفاده  یهاواکنشبرای تعیین دیگر  تکیه گاهی: یهاواکنش

 )شکل ه(: کنیمیم

x x

y y y

A A

A

F 0 A 0

F 0 A 120 145.714 120 40.714 0 A 53.572kN

M 0 M 120(5) 145.714(10) 120(15) 40.714(20) 0

M 128.58kN.m



   

            

        

 

 

 نشان داده شده است. (و)نیز در شکل  یروی برشی و خمشیننمودارهای 
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نشان داده شده در شکل الف را با استفاده از روش سازگاری تغییر  تکیه گاهی قاب یهاواکنش :4 ینتمر

 را رسم کنید. قابتعیین کرده و نمودارهای نیروی برشی و لنگر خمشی  هاشکل

 

 حل:

 2=  درجه نامعینی

و xD افقی یهاواکنش اولیه: قاب
yD  تکیه گاه مفصلیD سپس . شودیماضافی انتخاب  یهامجهول عنوانبه

 تصوربهقاب اولیه را . در مرحله بعد آیدیم به دست، قاب اولیه نشان داده شده در شکل ب Dبا حذف تکیه گاه 

و xD اضافی یهامجهولمقدار واحد جداگانه تحت بارگذاری خارجی و 
yD  که به ترتیب در  دهیمیمقرار

 .اندشدهنشان داده  و د ب و ج یهاشکل



 1تحلیل سازه ها 
 

 92 علیرضا قربی
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افقی و قائم قاب نامعین واقعی در محل تکیه گاه  یهاشکلبا توجه به صفر بودن تغییر  سازگاری: معادلات

 :شودیمزیر بیان  صورتبه ، معادلات سازگاریD یمفصل

DXO DX,DX x DX,DY y

DYO DY,DX x DY,DY y

f D f D 0

f D f D 0

   

   
 

و مقدار واحد  خارجی یبارگذاراثر معادلات لنگرهای خمشی اعضای قاب در  اولیه:قاب  یهاشکلتغییر 

 :اندشدهاضافی در جدول زیر آورده  یهامجهول

 

DYm DXm OM  مختصx 
 بخش

(kN.m/kN) (kN.m/kN) (kN.m) ( محدودهm) مبدأ 

10 -x 1750 50x  0-5 A AB 

x -5 215x 0-10 C CD 

0 x 0 0-5 D DC 

 

 با استفاده از روش کار مجازی داریم:
3

O DX
DXO

M m 44791.7 kN.m
dx

EI EI
    

3

O DY
DYO

M m 83593.75 kN.m
dx

EI EI
     

DX

2 3

DX,DX

m 333.33 m
f dx

EI EI
   

DY

2 3

DY,DY

m 833.33 m
f dx

EI EI
   

3

DX DY
DX,DY DY,DX

m m 375 m
f f dx

EI EI
     

 :شودیمسازگاری نتیجه  مقادیر بالا در معادلات با جایگزین کردناضافی:  یهامجهولمقدار 

x y

x y

44791.7 333.33D 375D 0

83593.75 375D 833.33D 0

  

   
 

 :شودیماز حل دستگاه فوق نتیجه 

xD 52.52kN   

yD 166.13kN   

تکیه گاهی تیر نامعین، از معادلات تعادل استفاده  یهاواکنشبرای تعیین دیگر  تکیه گاهی: یهاواکنش

 .اندشده)ه( نشان داده شکل تکیه گاهی در  یهاواکنش، کنیمیم



 1تحلیل سازه ها 
 

 94 علیرضا قربی
 

 نشان داده شده است. )و(نیز در شکل  یروی برشی و خمشیننمودارهای 
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 تکیه گاهی، تغییرات دما و خطای ساخت یهانشست 6-3-3

 یهانشستدر اثر بارگذاری نشان داده شده و تکیه گاهی تیر نشان داده شده در شکل الف را  یهاواکنش :5 ینتمر

تعیین کرده  هاشکلبا استفاده از روش سازگاری تغییر را  Eمیلی متر در تکیه گاه  25و  Cدر تکیه گاه  متریلیم 40

 و نمودارهای نیروی برشی و لنگر خمشی تیر را رسم کنید.

 
 حل:

 مورد بررسی قرار گرفت. 3این تیر در تمرین 

 .اندشدهتکیه گاهی مشخص شده در شکل ب رسم  یهانشستتکیه گاهی:  یهانشست

 الف تا د داریم: یهاشکلبا توجه به  سازگاری: معادلات

CO CC y CE y C

EO EC y EE y E

f C f E

f C f E

    

    
 

 )جدول انتهایی فصل قبل( داریم:با استفاده از روابط تغییر شکل تیرها تیر اولیه:  یهاشکلتغییر 
3 3

CO EO

82500 kN.m 230000 kN.m
0.943m 2.629m

EI EI
           

3 3

CC EE

333.333 m 2666.667 mm mf 0.00381 f 0.0305
kN kNEI EI

     

3

EC

833.333 m mf 0.00952
kNEI

   

 داریم: ماکسولهمچنین با استفاده از قانون 
3

CE EC

833.333 m mf f 0.00952
kNEI

    

 :شودیمسازگاری نتیجه  مقادیر بالا در معادلات با جایگزین کردناضافی:  یهامجهولمقدار 

y y

y y

0.943 0.00381C 0.00952E 0.04

2.629 0.00952C 0.0305E 0.025

    

    
 

 :شودیماز حل دستگاه فوق نتیجه 

yC 107.6kN   

yE 51.8kN   
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تکیه گاهی تیر نامعین، از معادلات تعادل استفاده  یهاواکنشبرای تعیین دیگر  تکیه گاهی: یهاواکنش

 .اندشدهتکیه گاهی در شکل )ج( نشان داده  یهاواکنش کنیمیم

 نیز در شکل )ج( نشان داده شده است. یروی برشی و خمشیننمودارهای 
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 روش سه لنگری 6-4

که شیب منحنی الاستیک باید در محل  کندیملنگری در شکل کلی خود این شرط سازگاری را ارائه  3معادله 

حت برای تحلیل تیرهای یکسره ت توانیمداخلی تیر یکسره پیوسته باشد. در این روش که از آن  یهاگاهتکیه 

ه هر تکی)داخلی  یهاگاهتکیه گاهی استفاده کرد، لنگرهای خمشی محل تکیه  یهانشستبارهای خارجی و 

ر معادله سه لنگری د. سپس با به کار بردن شوندیممجهول اضافی در نظر گرفته  عنوانبهگاه گیردار( تیر 

برای  توانیمرا  هاآنکه  آیدیم به دستاز معادلات سازگاری  یامجموعهاضافی،  یهامجهولمحل هر یک از 

 تعیین لنگرهای خمشی اضافی حل کرد.

 شکل کلی معادله سه لنگری:

 
 cM لنگر خمشی در محل تکیه گاهc تن سازگاریمان محل در نظر گرفیعنی ه 

LM  وrM  مجاور چپ و راست تکیه گاه  یهاگاهبه ترتیب لنگر خمشی در محل تکیهc 

c  نشست تکیه گاهc  ،مورد نظرL  وr  مجاور چپ و راست تکیه گاه  یهانشستبه ترتیبc 

E مدول الاستیسیته 

LL  وrL  به ترتیب طول دو دهانه چپ و راست تکیه گاهc 

LI  وrI  چپ و راست تکیه گاه  یهادهانهبه ترتیب ممان اینرسیc 

LP  وrP  چپ و راست تکیه گاه  یهادهانهبه ترتیب بارهای متمرکز وارد برc 

Lk  یا(rk)  نسبت فاصلهLP  یا(rP)  سمت راست( به طول دهانه.)از تکیه گاه سمت چپ 

Lw  وrw  چپ و راست تکیه گاه  یهادهانهبه ترتیب بارهای گسترده یکنواخت وارد برc 

 

تعیین کرده و لنگری  3تکیه گاهی تیر نشان داده شده در شکل الف را با استفاده از روش  یهاواکنش :6 ینتمر

 نمودارهای نیروی برشی و لنگر خمشی تیر را رسم کنید.
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 حل:

مجهول اضافی  Bدر محل تکیه گاه BM . لنگر خمشی باشدیماضافی: تیر یک درجه نامعین  یهامجهول

 است.

و با جایگزین  L,c,r عنوانبه A,B,C یهاگاه: به ترتیب با در نظر گرفتن تکیه Bمعادله سه لنگری در گره 

 کردن مقادیر:

L

r

L

r

L1

L1

L2

L2

r

r L L c r

L 6m

L 5m

I 2I

I I

P 150kN

1
k

3

P 100kN

2
k

3

w 50kN / m

P w 0



















       

 

 :شودیمدر معادله نتیجه 

CA
B

2 2
2 2 3

M (5)M (6) 6 5
2M

2I 2I I I

1 2
150(6) 100(6)

1 2 50(5)3 3
1 1

2I 3 2I 3 4I

 
    

 

   
                      

         

 

 در نتیجه: باشدیمصفر  هاآن، ممان در اندساده یهاگاهتکیه  Cو  A یهاگاهبا توجه به آن که تکیه 

A CM M 0   

 :شودیمزیر تبدیل  صورتبهلنگری  3بدین ترتیب معادله 

B B16M 3029.17 M 189.32kN.m      

نیروهای  توانیمنشان داده شده در شکل ب  یهادهانهبا به کار بردن معادلات تعادل در مورد جسم آزاد 

 آورد. به دستبرشی و لنگر خمشی را 

 .اندشدهنمودارهای نیروی برشی و لنگر خمشی در شکل )د( نشان داده 
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 روش کار حداقل 6-5

اضافی یک سازه نامعین باید چنان باشد که انرژی کرنشی ذخیره  یهامجهولبر اساس اصل کار حداقل، مقدار 

سازه نامعین به روش کار حداقل، نخست انرژی کرنشی سازه بر  شده در سازه حداقل باشد. برای تحلیل یک

انرژی کرنشی نسبت به هر  یجزئ یهامشتق. سپس با صفر قرار دادن شودیماضافی بیان  یهامجهولحسب 

 یهامجهولبرای تعیین  توانیمرا  هاآنکه  آیدیماز معادلات به دست  یامجموعهاضافی،  یهامجهولیک از 

تکیه گاهی، تغییرات دما و خطاهای  یهانشستبرای تحلیل اثر  توانینمرد. از روش کار حداقل اضافی حل ک

 ساخت استفاده کرد.

 

 :7 ینتمر

تعیین کرده و نمودارهای  کار حداقلتکیه گاهی تیر نشان داده شده در شکل الف را با استفاده از روش  یهاواکنش

 نیروی برشی و لنگر خمشی تیر را رسم کنید.

 
 حل:

واکنش قائم  ...درجه نامعینی تیر یک است
yB  تکیه گاه غلتکیB مجهول اضافی در نظر گرفته  عنوانبه

. مقدار این مجهول اضافی را با حداقل قرار دادن انرژی کرنشی تیر نسبت به شودیم
yB  کنیمیمارزیابی. 

 :شودیمزیر بیان  صورتبهصل قبل اشاره شد انرژی کرنشی تیر تحت خمش محض در ف طورهمان
2

L

0

M
U= dx

2EI  

انرژی کرنشی نسبت به  یجزئ مشتقبر اساس اصل کار حداقل، 
yB بنابراین:؛ باید صفر باشد 

L

0
y y

U M M
dx

B B EI

  
     
  

بر حسب  Mنشان داده شده در شکل الف، معادله لنگر خمشی  xبا استفاده از مختص 
yB  زیر  صورتبهرا

 :نویسیمیم

 
2

y

24x
M=B x

2
  

نسبت به  Mعبارت  یجزئسپس مشتق 
yB  آوریمیم به دسترا: 



 1تحلیل سازه ها 
 

 101 علیرضا قربی
 

y

M
x

B





 

و  M یهاعبارتبا جایگزین کردن 
y

M

B




در معادله  

L

0
y y

U M M
dx

B B EI

  
     
 :داریم 

 
10

2

y
0

1
x B x 12x dx

EI
 
    

 :شودیمبا انتگرال گیری نتیجه 

y y333.33B 30000 0 B 90kN      

 .نیمکیمتکیه گاهی تیر نامعین از معادلات تعادل استفاده  یهاواکنشآوردن دیگر  به دستحال برای 

x x

y y y

A A A

F 0 A 0

F 0 A 24(10) 90 0 A 150kN

M 0 M 24(10)(5) 90(10) 0 M 300kN.m



   

          

        

 

 


