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 مقدمه 6-1

نامعین  یهاسازه. ابتدا به بررسی مزایا و معایب پردازیمیمنامعین استاتیکی  یهاسازهدر این فصل به تحلیل 

 .شودیمپرداخته 

 از: اندعبارتمعین استاتیکی  یهاسازهنامعین استاتیکی نسبت به  یهاسازهمزایای 

 ترکوچک یهاتنش .1

 تربزرگسختی  .2

 
 

 اضافی یهامجهول .3
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 از: اندعبارتمعین استاتیکی  یهاسازهنامعین استاتیکی نسبت به  یهاسازهمعایب 

 تکیه گاهی یهانشستناشی از  یهاتنش .1
 

 
 

 ناشی از تغییر دما و خطاهای ساخت یهاتنش .2

 

 
 

 نامعین یهاسازهتحلیل  6-2

 است: اییهپانیازمند استفاده از سه نوع رابطه  هاسازهتحلیل 

 تغییر شکل. –معادلات تعادل، شرایط سازگاری و روابط نیروی عضو 

ل اساس هندسه تغییر شک بر، از معادلات تعادل باید در پیوند با شرایط سازگاری یننامع یهاسازهدر تحلیل 

رقرار تغییر شکل سازه ب –سازه استفاده کرد. ارتباط میان تعادل و شرایط سازگاری از طریق روابط نیروی عضو 

 .شودیم

 به دو گروه دسته بندی کرد: توانیمنامعین را  یهاسازهتحلیل  یهاروش

 و )نرمی(نیر یهاروش .1
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 تغییر مکان )سختی(. یهاروش .2

 .باشدیمنیرو یا نرمی  یهاروشدر این فصل هدف معرفی 
 
 هاشکلروش سازگاری تغییر  6-3

حذف قیدهای کافی از سازه نامعین جهت تبدیل آن به سازه معین استاتیکی است. این سازه این روش نیازمند 

اضافی حذف  یدهایقتکیه گاهی یا نیروهای داخلی مربوط به  یهاواکنشو آن  نامندیممعین را سازه اولیه 

 .شوندیماضافی نامیده  یهامجهولشده سازه نامعین، 

با حل معادلات  هاآنبار مجهول بر روی سازه اولیه، مقدار  عنوانبهاضافی  یهامجهولسپس با وارد کردن این 

 یهامجهولسازه اولیه در مکان )و در جهت(  یهاشکلکه تغییر  شودیمسازگاری بر اساس این شرط تعیین 

ازه معلوم س یهاشکلاضافی باید با تغییر  یهامجهولاضافی در نتیجه اثر مرکب بارگذاری خارجی مفروض و 

 صلی در نقاط متناظر برابر باشند.نامعین ا

هم گرفتن تعادل یا بر با در نظر توانیمسازه نامعین را  یهاپاسخاضافی، دیگر  یهامجهولپس از تعیین شدن 

 آورد. به دستاضافی  یهامجهولسازه اولیه در اثر بارگذاری خارجی و هر یک از  یهاپاسخنهی 

 

 با یک درجه نامعینی یهاسازه 6-3-1

 

 :1 ینتمر

رده تعیین ک هاشکلتکیه گاهی تیر نشان داده شده در شکل الف را با استفاده از روش سازگاری تغییر  یهاواکنش

 های نیروی برشی و لنگر خمشی تیر را رسم کنید.و نمودار

 

 حل:

 1=  درجه نامعینی

را  AM. جهت کنیمیممجهول اضافی انتخاب  عنوانبهرا  Aواکنش تکیه گاهی  AM گشتاور تیر اولیه:

از تیر  A)شکل الف(. برای به دست آوردن تیر اولیه، قید مانع چرخش انتهای  گیریمیمدر نظر  گردپادساعت

ه اولیه )شکل ب(. سپس تیر ساد کنیمیمتکیه گاه گیردار حذف  یجابهرا با جایگزین کردن تکیه گاه مفصلی 

که به ترتیب در  دهیمیمقرار  AMجداگانه تحت بارگذاری خارجی و مقدار واحد مجهول اضافی  صورتبهرا 

 Aنشانگر شیب در گره  AOT، شودیممشاهده  هاشکل. همان طور که در اندشدهب و ج نشان داده  یهاشکل

در اثر مقدار واحد  Aیعنی ضریب نرمی )انعطاف پذیری( نشانگر شیب تیر در نقطه  AAfتحت اثر بار خارجی و 

 است. AMمجهول اضافی 

4 F



 1تحلیل سازه ها 
 

 84 علیرضا قربی
 

 
 

در اثر بارگذاری خارجی و  Aتیر اولیه در نقطه  هاییبشبا مساوی قرار دادن جمع جبری  معادله سازگاری:

فر است، معادله سازگاری با شیب تیر نامعین واقعی در محل تکیه گاه گیردار که خود ص AMمجهول اضافی 

 :آیدیم به دست

AO AA Af M 0T �   

ی معرفی شده فصل قبل و جدول انتهای یهاروشبا استفاده از روابط تغییر شکل تیرها )کلیه شیب تیر اولیه: 

 فصل قبل( داریم:
2

AO
1000kN.m

EI
T  �  

2

AA

kN.m3.33 kN.mf
EI
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 :شودیمبا جایگزین کردن مقادیر بالا در معادله سازگاری نتیجه مقدار مجهول اضافی: 

A A
1000 3.33 M 0 M 300kN.m

EI EI
§ ·� �  �  ¨ ¸
© ¹

 

تکیه گاهی تیر نامعین، از معادلات تعادل استفاده  یهاواکنشبرای تعیین دیگر  تکیه گاهی: یهاواکنش

 )شکل د(: کنیمیم

� � � �� �
� �

x x

B y y

y y y

F 0 A 0

M 0 300 A 10 24 10 5 0 A 150kN

F 0 150 240 10 B 0 B 90kN

�

o¦  �  

� ¦  � � �  �  n

� n ¦  � � �  �  n

 

 نیز در شکل ه نشان داده شده است. یروی برشی و خمشیننمودارهای 

  I
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 :2 ینتمر

رده تعیین ک هاشکلنشان داده شده در شکل الف را با استفاده از روش سازگاری تغییر  قابتکیه گاهی  یهاواکنش

 و نمودارهای نیروی برشی و لنگر خمشی تیر را رسم کنید.

 
 حل:

 1=  درجه نامعینی

. قاب اولیه با حذف شودیممجهول اضافی انتخاب  عنوانبه Aتکیه گاه مفصلی xA واکنش افقی  اولیه: قاب

 آیدیمتکیه گاه مفصلی به دست  یجابهو با جایگزین کردن تکیه گاه غلتکی  Aقید مانع تغییر مکان افقی گره 

نامعلومجداگانه تحت بارگذاری خارجی و مقدار واحد مجهول اضافی  صورتبهرا  اولیه )شکل ب(. سپس قاب

xA  اندشدهب و ج نشان داده  یهاشکلکه به ترتیب در  دهیمیمقرار. 
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 که: شودیمالف ب ج مشاهده  یهاشکلبا توجه به  معادله سازگاری:

AO AA xf A 0' �   

قاب اولیه با استفاده از روش کار مجازی فصل قبل  AAfو  'AO یهاشکلتغییر  اولیه:قاب  یهاشکلتغییر 

در  Aکه نشانگر تغییر شکل افقی قاب اولیه در محل گره  'AO. عبارت کار مجازی مربوط به شودیمارزیابی 

 زیر نوشت: صورتبه توانیمارجی است را خ یبارگذاراثر 

O A
AO

M m dx
EI

'  ¦³  

نشانگر لنگرهای  Amنشانگر لنگرهای خمشی ناشی از بارگذاری خارجی )واقعی( )شکل ب( و  OMکه در اینجا 

 )شکل ج(. باشدیمخمشی ناشی از بار واحد )مجازی( در محل مجهول اضافی و هم جهت با آن 

 

Am OM  مختصx 
 بخش

(kN.m/kN) (kN.m) ( محدودهm) مبدأ 

x� 0 0-6 A AB 

26 x
3

� � 250225x x
2

� 0-9 B BC 

 
39 2

AO 0

1 50 2 9112.5 kN.m225x x 6 x dx
EI 2 3 EI

§ ·§ ·'  � � �  �¨ ¸¨ ¸
© ¹© ¹³  

، هر دو سیستم واقعی و مجازی شامل مقدار واحد واکنش تکیه گاهی AAfبرای محاسبه ضریب انعطاف پذیری 

(، بدین xA)بدون ضریب شوندیمنشان داده شده در شکل ج بر روی قاب اولیه وارد  صورتبه xAاضافی 

 :شودیمزیر بیان  صورتبه AAfترتیب عبارت کار مجازی برای 

A

2

AA

m
f dx

EI
 ¦³  

 در نتیجه:

� �
2 326 9

AA 0 0

1 2 180 mf x dx 6 x dx
EI 3 EI

ª º§ · � � � �  « »¨ ¸
© ¹« »¬ ¼

³ ³  

 :شودیمبا جایگزین کردن مقادیر بالا در معادله سازگاری نتیجه مقدار مجهول اضافی: 

x x
9112.5 180 A 0 A 50.63kN

EI EI
§ ·� �  �  o¨ ¸
© ¹

 

تکیه گاهی تیر نامعین، از معادلات تعادل استفاده  یهاواکنشبرای تعیین دیگر  تکیه گاهی: یهاواکنش

 )شکل د(: کنیمیم

i or

Bao fAA
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 نیز در شکل ه نشان داده شده است. یروی برشی و خمشیننمودارهای 
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 با چند درجه نامعینی یهاسازه 6-3-2

 اهشکلتکیه گاهی تیر نشان داده شده در شکل الف را با استفاده از روش سازگاری تغییر  یهاواکنش :3 ینتمر

 تعیین کرده و نمودارهای نیروی برشی و لنگر خمشی تیر را رسم کنید.
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 حل:

 2=  درجه نامعینی

. کنیمیماضافی انتخاب  یهامجهول عنوانبهرا  Eو  Cداخلی  یهاگاهتکیه  yEو  yCقائم  یهاواکنش اولیه:تیر 

 .آوریمیم به دست، تیر طره اولیه نشان داده شده در شکل ب را هاگاهسپس با حذف این تکیه 

و  yCاضافی  یهامجهولداگانه تحت بارگذاری خارجی و مقدار واحد ج صورتبهدر مرحله بعد تیر اولیه را 

yE  اندشدهو د نشان داده ب و ج  یهاشکلکه به ترتیب در  دهیمیمقرار. 

 داریم:الف تا د  یهاشکلبا توجه به  سازگاری: معادلات

CO CC y CE y

EO EC y EE y

f C f E 0

f C f E 0

' � �  

' � �  
 

 با استفاده از روابط تغییر شکل تیرها )جدول انتهایی فصل قبل( داریم:تیر اولیه:  یهاشکلتغییر 
3 3

CO EO
82500 kN.m 230000 kN.m

EI EI
'  � '  �  

3 3

CC EE
333.333 m 2666.667 mf f

EI EI
   

3

EC
833.333 mf

EI
  

 داریم: ماکسولهمچنین با استفاده از قانون 
3

CE EC
833.333 mf f

EI
   

 :شودیمسازگاری نتیجه  مقادیر بالا در معادلات با جایگزین کردناضافی:  یهامجهولمقدار 

y y

y y

82500 333.333C 833.333E 0

230000 833.333C 2666.667E 0

� � �  

� � �  
 

 :شودیماز حل دستگاه فوق نتیجه 

yC 145.714kN n  

yE 40.714kN n  

تکیه گاهی تیر نامعین، از معادلات تعادل استفاده  یهاواکنشبرای تعیین دیگر  تکیه گاهی: یهاواکنش

 )شکل ه(: کنیمیم

x x

y y y

A A

A

F 0 A 0

F 0 A 120 145.714 120 40.714 0 A 53.572kN

M 0 M 120(5) 145.714(10) 120(15) 40.714(20) 0
M 128.58kN.m

�

o¦  �  

� n ¦  � � � � �  �  n

� ¦  � � � � �  
�  

 

 نشان داده شده است. (و)نیز در شکل  یروی برشی و خمشیننمودارهای 
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نشان داده شده در شکل الف را با استفاده از روش سازگاری تغییر  تکیه گاهی قاب یهاواکنش :4 ینتمر

 را رسم کنید. قابتعیین کرده و نمودارهای نیروی برشی و لنگر خمشی  هاشکل

 
 حل:

 2=  درجه نامعینی

سپس . شودیماضافی انتخاب  یهامجهول عنوانبه Dتکیه گاه مفصلی  yDو xD افقی یهاواکنش اولیه: قاب

 تصوربهقاب اولیه را . در مرحله بعد آیدیم به دست، قاب اولیه نشان داده شده در شکل ب Dبا حذف تکیه گاه 

که به ترتیب در  دهیمیمقرار  yDو xD اضافی یهامجهولمقدار واحد جداگانه تحت بارگذاری خارجی و 

 .اندشدهنشان داده  و د ب و ج یهاشکل

ni
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افقی و قائم قاب نامعین واقعی در محل تکیه گاه  یهاشکلبا توجه به صفر بودن تغییر  سازگاری: معادلات

 :شودیمزیر بیان  صورتبه ، معادلات سازگاریD یمفصل

DXO DX,DX x DX,DY y

DYO DY,DX x DY,DY y

f D f D 0

f D f D 0

' � �  

' � �  
 

و مقدار واحد  خارجی یبارگذاراثر معادلات لنگرهای خمشی اعضای قاب در  اولیه:قاب  یهاشکلتغییر 

 :اندشدهاضافی در جدول زیر آورده  یهامجهول

 

DYm DXm OM  مختصx 
 بخش

(kN.m/kN) (kN.m/kN) (kN.m) ( محدودهm) مبدأ 

10 -x 1750 50x� � 0-5 A AB 

x -5 215x� 0-10 C CD 

0 x 0 0-5 D DC 
 

 با استفاده از روش کار مجازی داریم:
3

O DX
DXO

M m 44791.7 kN.mdx
EI EI

'   ¦³  

3
O DY

DYO
M m 83593.75 kN.mdx

EI EI
'   �¦³  

DX

2 3

DX,DX

m 333.33 mf dx
EI EI

  ¦³  

DY

2 3

DY,DY

m 833.33 mf dx
EI EI

  ¦³  

3
DX DY

DX,DY DY,DX
m m 375 mf f dx

EI EI
   �¦³  

 :شودیمسازگاری نتیجه  مقادیر بالا در معادلات با جایگزین کردناضافی:  یهامجهولمقدار 

x y

x y

44791.7 333.33D 375D 0

83593.75 375D 833.33D 0

� �  

� � �  
 

 :شودیماز حل دستگاه فوق نتیجه 

xD 52.52kN m  

yD 166.13kN n  

تکیه گاهی تیر نامعین، از معادلات تعادل استفاده  یهاواکنشبرای تعیین دیگر  تکیه گاهی: یهاواکنش

 .اندشده)ه( نشان داده شکل تکیه گاهی در  یهاواکنش، کنیمیم

ftp.DX
fDXby

LT

1
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 نشان داده شده است. )و(نیز در شکل  یروی برشی و خمشیننمودارهای 

 

co
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 تکیه گاهی، تغییرات دما و خطای ساخت یهانشست 6-3-3

 یهانشستدر اثر بارگذاری نشان داده شده و تکیه گاهی تیر نشان داده شده در شکل الف را  یهاواکنش :5 ینتمر

تعیین کرده  هاشکلبا استفاده از روش سازگاری تغییر را  Eمیلی متر در تکیه گاه  25و  Cدر تکیه گاه  متریلیم 40

 و نمودارهای نیروی برشی و لنگر خمشی تیر را رسم کنید.

 
 حل:

 مورد بررسی قرار گرفت. 3این تیر در تمرین 

 .اندشدهتکیه گاهی مشخص شده در شکل ب رسم  یهانشستتکیه گاهی:  یهانشست

 الف تا د داریم: یهاشکلبا توجه به  سازگاری: معادلات

CO CC y CE y C

EO EC y EE y E

f C f E

f C f E

' � �  '

' � �  '
 

 )جدول انتهایی فصل قبل( داریم:با استفاده از روابط تغییر شکل تیرها تیر اولیه:  یهاشکلتغییر 
3 3

CO EO
82500 kN.m 230000 kN.m0.943m 2.629m

EI EI
'  �  � '  �  �  

3 3

CC EE
333.333 m 2666.667 mm mf 0.00381 f 0.0305kN kNEI EI

     

3

EC
833.333 m mf 0.00952 kNEI

   

 داریم: ماکسولهمچنین با استفاده از قانون 
3

CE EC
833.333 m mf f 0.00952 kNEI

    

 :شودیمسازگاری نتیجه  مقادیر بالا در معادلات با جایگزین کردناضافی:  یهامجهولمقدار 

y y

y y

0.943 0.00381C 0.00952E 0.04

2.629 0.00952C 0.0305E 0.025

� � �  �

� � �  �
 

 :شودیماز حل دستگاه فوق نتیجه 

yC 107.6kN n  

yE 51.8kN n  

goats

gftgy
shatter eye Eg H

v
Ace 0.04 DEE o o 25µH

J l25oxbi6m

o4 M
o 25 m
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تکیه گاهی تیر نامعین، از معادلات تعادل استفاده  یهاواکنشبرای تعیین دیگر  تکیه گاهی: یهاواکنش

 .اندشدهتکیه گاهی در شکل )ج( نشان داده  یهاواکنش کنیمیم

 نیز در شکل )ج( نشان داده شده است. یروی برشی و خمشیننمودارهای 
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 روش سه لنگری 6-4

که شیب منحنی الاستیک باید در محل  کندیملنگری در شکل کلی خود این شرط سازگاری را ارائه  3معادله 

حت برای تحلیل تیرهای یکسره ت توانیمداخلی تیر یکسره پیوسته باشد. در این روش که از آن  یهاگاهتکیه 

ه هر تکی)داخلی  یهاگاهتکیه گاهی استفاده کرد، لنگرهای خمشی محل تکیه  یهانشستبارهای خارجی و 

ر معادله سه لنگری د. سپس با به کار بردن شوندیممجهول اضافی در نظر گرفته  عنوانبهگاه گیردار( تیر 

برای  توانیمرا  هاآنکه  آیدیم به دستاز معادلات سازگاری  یامجموعهاضافی،  یهامجهولمحل هر یک از 

 تعیین لنگرهای خمشی اضافی حل کرد.

 شکل کلی معادله سه لنگری:

 
 cM لنگر خمشی در محل تکیه گاهc تن سازگاریمان محل در نظر گرفیعنی ه 

LM  وrM  مجاور چپ و راست تکیه گاه  یهاگاهبه ترتیب لنگر خمشی در محل تکیهc 

c'  نشست تکیه گاهc  ،مورد نظرL'  وr'  مجاور چپ و راست تکیه گاه  یهانشستبه ترتیبc 

E مدول الاستیسیته 

LL  وrL  به ترتیب طول دو دهانه چپ و راست تکیه گاهc 

LI  وrI  چپ و راست تکیه گاه  یهادهانهبه ترتیب ممان اینرسیc 

LP  وrP  چپ و راست تکیه گاه  یهادهانهبه ترتیب بارهای متمرکز وارد برc 

Lk  یا(rk)  نسبت فاصلهLP  یا(rP)  سمت راست( به طول دهانه.)از تکیه گاه سمت چپ 

Lw  وrw  چپ و راست تکیه گاه  یهادهانهبه ترتیب بارهای گسترده یکنواخت وارد برc 

 

تعیین کرده و لنگری  3تکیه گاهی تیر نشان داده شده در شکل الف را با استفاده از روش  یهاواکنش :6 ینتمر

 نمودارهای نیروی برشی و لنگر خمشی تیر را رسم کنید.

 

EE E

Mps ME

7
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 حل:

مجهول اضافی  Bدر محل تکیه گاه BM . لنگر خمشی باشدیماضافی: تیر یک درجه نامعین  یهامجهول

 است.

و با جایگزین  L,c,r عنوانبه A,B,C یهاگاه: به ترتیب با در نظر گرفتن تکیه Bمعادله سه لنگری در گره 

 کردن مقادیر:

L

r

L

r

L1

L1

L2

L2

r

r L L c r

L 6m
L 5m
I 2I
I I
P 150kN

1k
3

P 100kN
2k
3

w 50kN / m
P w 0

 
 
 
 
 

 

 

 

 
  '  '  '  

 

 :شودیمدر معادله نتیجه 

CA
B

2 2
2 2 3

M (5)M (6) 6 52M
2I 2I I I

1 2150(6) 100(6)
1 2 50(5)3 31 1

2I 3 2I 3 4I
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 در نتیجه: باشدیمصفر  هاآن، ممان در اندساده یهاگاهتکیه  Cو  A یهاگاهبا توجه به آن که تکیه 

A CM M 0   

 :شودیمزیر تبدیل  صورتبهلنگری  3بدین ترتیب معادله 

B B16M 3029.17 M 189.32kN.m � �  �  

نیروهای  توانیمنشان داده شده در شکل ب  یهادهانهبا به کار بردن معادلات تعادل در مورد جسم آزاد 

 آورد. به دستبرشی و لنگر خمشی را 

 .اندشدهنمودارهای نیروی برشی و لنگر خمشی در شکل )د( نشان داده 

 

 

 

 

EP
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 روش کار حداقل 6-5

اضافی یک سازه نامعین باید چنان باشد که انرژی کرنشی ذخیره  یهامجهولبر اساس اصل کار حداقل، مقدار 

سازه نامعین به روش کار حداقل، نخست انرژی کرنشی سازه بر  شده در سازه حداقل باشد. برای تحلیل یک

انرژی کرنشی نسبت به هر  یجزئ یهامشتق. سپس با صفر قرار دادن شودیماضافی بیان  یهامجهولحسب 

 یهامجهولبرای تعیین  توانیمرا  هاآنکه  آیدیماز معادلات به دست  یامجموعهاضافی،  یهامجهولیک از 

تکیه گاهی، تغییرات دما و خطاهای  یهانشستبرای تحلیل اثر  توانینمرد. از روش کار حداقل اضافی حل ک

 ساخت استفاده کرد.

 
 :7 ینتمر

تعیین کرده و نمودارهای  کار حداقلتکیه گاهی تیر نشان داده شده در شکل الف را با استفاده از روش  یهاواکنش

 نیروی برشی و لنگر خمشی تیر را رسم کنید.

 
 حل:

مجهول اضافی در نظر گرفته  عنوانبه Bتکیه گاه غلتکی  yBواکنش قائم  ...درجه نامعینی تیر یک است

 .کنیمیمارزیابی  yB. مقدار این مجهول اضافی را با حداقل قرار دادن انرژی کرنشی تیر نسبت به شودیم

 :شودیمزیر بیان  صورتبهصل قبل اشاره شد انرژی کرنشی تیر تحت خمش محض در ف طورهمان
2L

0

MU= dx
2EI³  

 بنابراین:؛ باید صفر باشد yBانرژی کرنشی نسبت به  یجزئ مشتقبر اساس اصل کار حداقل، 

L

0
y y

U M M dx
B B EI

§ ·w w
 ¨ ¸¨ ¸w w© ¹
³  

زیر  صورتبهرا  yBبر حسب  Mنشان داده شده در شکل الف، معادله لنگر خمشی  xبا استفاده از مختص 

 :نویسیمیم

� �
2

y
24xM=B x

2
�  

 :آوریمیم به دسترا  yBنسبت به  Mعبارت  یجزئسپس مشتق 

C
MiB M 24mHz1ByK
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y

M x
B
w

 
w

 

و  M یهاعبارتبا جایگزین کردن 
y

M
B
w
w

در معادله  
L

0
y y

U M M dx
B B EI

§ ·w w
 ¨ ¸¨ ¸w w© ¹
 داریم: ³

� �10 2
y0

1 x B x 12x dx
EI

ª º�« »¬ ¼³  

 :شودیمبا انتگرال گیری نتیجه 

y y333.33B 30000 0 B 90kN�  �  n  

 .نیمکیمتکیه گاهی تیر نامعین از معادلات تعادل استفاده  یهاواکنشآوردن دیگر  به دستحال برای 

x x

y y y

A A A

F 0 A 0

F 0 A 24(10) 90 0 A 150kN

M 0 M 24(10)(5) 90(10) 0 M 300kN.m

�

o¦  �  

� n ¦  � � �  �  n

� ¦  � � �  �  
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